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Prefacio a la primera edicion en inglés

Un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero en la solu-
cién de todo problema, hay un cierto descubrimiento. El problema que se
plantea puede ser modesto; pero, si pone a prueba la curiosidad que induce
a poner en juego las facultades inventivas, si se resuelve por propios me-
dios, se puede experimentar el encanto del descubrimiento y el goce del
triunfo. Experiencias de este tipo, a una edad conveniente, pueden detet-
minar una aficién para el trabajo intelectual e imprimitle una huella impe-
recedera en la mente y en el caricter.

Por ello, un profesor de matematicas tiene una gran oportunidad. Si
dedica su tiempo a ejercitar a los alumnos en operaciones rutinarias, matara
en ellos el interés, impedird su desarrollo intelectual y acabard desaprove-
chando su oportunidad. Pero si, por el contrario, pone a prueba la curiosi-
dad de sus alumnos planteindoles problemas adecuados a sus conocimientos,
y les ayuda a resolverlos por medio de preguntas estimulantes, podrd
despertarles el gusto por el pensamiento independiente y proporcionarles
ciertos recursos para ello.

Un estudiante cuyos estudios incluyan cierto grado de matematicas tiene
también una particular oportunidad. Dicha oportunidad se pierde, claro
estd, si ve las matemiticas como una materia de la que tiene que presentar
un examen final y de la cual no volverd a ocuparse una vez pasado éste.
La oportunidad puede perderse incluso si el estudiante tiene un talento
natural para las matemiticas, ya que él, como cualquier otro, debe descu-
brir sus capacidades y sus aficiones; no puede saber si le gusta el pastel
de frambuesas si nunca lo ha probado. Puede descubrir, sin embargo, que
un problema de matemiticas puede set tanto o mis divertido que un cru-
cigrama, o que un vigoroso trabajo intelectual puede ser un ejercicio tan
agradable como un 4gil juego de tenis. Habiendo gustado del placer de
las matematicas, ya no las olvidara ficilmente, presentindose entonces una
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8 Prefacio a la primera edicion

buena oportunidad para que las matemiticas adquieran un sentido para
él, ya sean como un pasatiempo o como herramienta de su profesién, o
su profesién misma o la ambicién de su vida.

El autor recuerda el tiempo en que €l era estudiante, un estudiante un
tanto ambicioso, con deseos de penetrar un poco en las matemdticas y en la
fisica. Asistia a conferencias, leia libros, tratando de asimilar las soluciones
y los hechos presentados, pero siempre se presentaba una interrogante que
lo pertutbaba sin cesar: “Si, la solucién dada al problema parece ser
correcta, pero ;cémo es posible descubrir tal solucién? Si, este experimento
al parecer es correcto, tal parece que es un hecho; pero, ;cémo pueden
descubrirse tales hechos?; ;y como puedo yo por mi mismo inventar o
descubrir tales cosas?” Hoy en dia el autor ensefia matematicas en una
universidad. Piensa o desea que algunos de sus mas aventajados alumnos
se planteen preguntas similares y trata de satisfacer su curiosidad. Tratando
de comprender no sélo la solucién de este o de aquel problema, sino
también los motivos y el procedimiento de la solucién, y tratando de
hacer comprender dichos motivos y procedimientos, ha sido lle-
vado finalmente a escribir el presente libro. Desea que resulte de utilidad
a aquellos maestros que quieren desarrollar las aptitudes de sus alumnos
para resolver problemas, y para aquellos alumnos ansiosos de desarrollar
sus propias aptitudes.

Pese a que el presente libro pone especial atencién a los requerimientos
de los estudiantes y maestros de matematicas, deberfa de despertar el
interés de todos aquellos interesados en los caminos y medios de la inven-
cién y del descubrimiento. Tal interés puede ser mayor que el que
uno puede sospechar sin reflexién previa. El espacio dedicado en los
periédicos y revistas a los crucigramas y otros acertijos parece demostrar
que el pablico dedica un cierto tiempo 2 resolver problemas sin ningan
interés practico, Detrds del deseo de resolver este o aquel problema que
no aporta ventaja material alguna, debe haber una honda curiosidad, un
deseo de comprender los caminos y medios, los motivos y procedimientos de
la solucidn.

Las piginas que siguen, escritas en forma un tanto concisa y, en la
medida de {o posible, en forma sencilla, estin basadas en un serio y largo



Prefacio a la primera edicion 9

estudio de los métodos de solucién. Esta clase de estudio, llamado hexris-
tico por algunos autores, si bien no estd de moda en nuestros dias, tiene
un largo pasado y quizd un cierto futuro.

Estudiando los métodos de solucién de problemas, percibimos otra
faceta de las matematicas. En efecto, las matematicas presentan dos caras:
por un lado son la ciencia rigurosa de Euclides, pero también son algo
miés. Las matematicas presentadas a la manera euclideana aparecen como
una ciencia sistematica, deductiva; pero las matematicas en via de forma-
cién aparecen como una ciencia experimental, inductiva. Ambos aspectos
son tan viejos como las matematicas mismas. Pero el segundo es nuevo en
cierto aspecto; en efecto, las matematicas /» statu nascendi, en el proceso
de ser inventadas, nunca han sido presentadas a] estudiante, ni incluso al
maestro, ni al pablico en general.

La heuristica tiene maltiples ramificaciones: los matemiticos, los
logistas, los psicélogos, los pedagogos e incluso los fildésofos pueden recla-
mar varias de sus partes como pertenecientes a su dominio especial. El
autor, consciente de la posibilidad de criticas provenientes de los mas
diversos medios y muy al tanto de sus limitaciones, se permite hacer obser-
var que tiene cierta experiencia en la solucién de problemas y en la ense-
flanza de matemiticas en diversos niveles.

"El tema es tratado més ampliamente en un extenso libro que el autor
esta en camino de terminar.

Universidad de Stanford, agosto 1°, 1944.






Prefacio a la séptima reimpresion en inglés

Ahora puedo decir gustoso que he cumplido con éxito, al menos en
parte, una promesa dada en el prefacio a la primera edicién: Los dos
volamenes Induction and Analogy in Mathematics y Patterns of Plausible
Inference que constituyen mi reciente obra Mathematics and Plausible Reas-
oning continfian la linea del pensamiento adoptada en el presente libro.

Zurich, agosto 30, 1954.
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Prefacic a la segunda edicion en inglés

En esta segunda edicién se incluye, ademis de algunas mejoras, una
nueva cuarta parte: Problemas, Sugerencias, Soluciones.

Al tiempo que se preparaba la impresion de esta edicién, aparecié
un estudio (Educational Testing Service, Princeton, N.J.; cf. Time 18
de junio, 1956) que al parecer ha formulado algunas observaciones pet-
tinentes; no eran nuevas para los entendidos en la materia, pero ya era
tiempo que se formulasen para el pablico en general: “...las matemati-
cas tienen el dudoso honor de ser el tema menos popular del plan de
estudios. . . Futuros maestros pasan por las escuelas elementales apren-
diendo a detestar las matemiticas ... Regresan a la escuela elemental a
enseflar a nuevas generaciones a detestarlas”.

Espero que la presente edicién, destinada a méis amplia difusion,
convenza a algunos de sus lectores de que las matemiticas, aparte de ser
un camino necesario a la ingenieria y al conocimiento cientifico, pueden
ser divertidas y a la vez abrir un panorama en las actividades intelectuales
del mas amplio nivel.

Zurich, junio 30, 1956.
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Para resolver
un problema
se necesita:

I Comprender el problema

I Concebir un plan
Determinar la relacién entre los datos y

la incdgnita.

De no encontrarse una relacién inmediata,
puede considerar problemas auxiliares.

Obtener finalmente un plan de solucién.

Il Ejecucion del plan

IV Examinar la solucion obtenida
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Comprender el problema

¢Cudl es la incégnita? ;Cuéles son los datos?

¢Cudl es la condicién? ;Es la condicién suficiente para determinar la in-
cognita? (Es insuficiente? ;Redundante? ;Contradictoria?

Concebir un plan

;Se ha encontrado con un problema semejante? ;O ha visto el mismo
é p IE: é
problema planteado en forma ligeramente diferente?

¢Conoce un problema relacionado con éste? ;Conoce algin teorema que le
pueda ser atil? Mire atentamente la incégnita y trate de recordar un
problema que le sea familiar y que tenga la misma incégnita o una
incégnita similar.

He aqui un problema relacionado al suyo y que se ha resuelto ya. ;Po-
dria usted utilizarlo? ;Podria- utilizar su resultado? ;Podria emplear su
método? ;Le haria a usted falta introducir algin elemento auxiliar a fin
de poder utilizarlo?

¢Podria enunciar el problema en otra forma? ;Podria plantearlo en for-
ma diferente nuevamente? Refiérase a las definiciones.

Si no puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero
algin problema similar. ;Podria imaginarse un problema anilogo un
tanto més accesible? ;Un problema més general? ;Un problema més
particular? ;Un problema anilogo? ;Puede resolver una parte del pro-
blema? Considere sélo una parte de la condicién; descarte la otra parte;
cen qué medida la incégnita queda ahora determinada? ;En qué forma
puede variar? ;Puede usted deducir algin elemento atil de los datos?
¢Puede pensar en algunos otros datos apropiados para determinar la
incégnita? ;Puede cambiar la incégnita? ;Puede cambiar la incégnita o
los datos, o ambos si es necesario, de tal forma que la nueva incognita
y los nuevos datos estén mis cercanos entre si?

¢Ha empleado todos los datos? ;Ha empleado toda la condicién? ;Ha
considerado usted todas las nociones esenciales concernientes al problema?

Ejecucion del plan

Al ejecutar su plan de la solucién, compruebe cada uno de los pasos.
¢Puede usted ver claramente que el paso es correcto? ;Puede usted de-
mostrarlo?

Visiéon retrospectiva
¢Puede usted verificar. el resultado? ;Puede verificar el razonamiento?

¢Puede obtener el resultado en forma diferente? ¢Puede verlo de golpe?
¢Puede usted emplear el resultado o el método en algin otro problema?
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Introduccion !

Las consideraciones expuestas en el libro hacen referencia y constitu-
yen el desarrollo de la precedente lista de preguntas y sugerencias titulada
“Para resolver un problema . ..” Toda pregunta o sugerencia que de ella
se cite aparecerd impresa en cxrsiva y cuando nos refiramos a ella lo hare-
mos simplemente como “la lista” o “‘nuestra lista”,

En las piginas que siguen se discutird el propésito de la lista, se
ilustrard su uso practico por medio de ejemplos y se explicardn las no-
ciones fundamentales y las operaciones intelectuales. A modo de explicacién
preliminar se puede decir que si se hace uso correcto de ella, y se plan-
tean asimismo dichas preguntas y sugerencias en forma adecuada, és-
tas pueden ayudar a resolver el problema. Asimismo si se plantean estas
preguntas adecuadamente a los alumnos y se les hacen estas sugestiones,
se les podra ayudar a resolver sus problemas.

El libro consta de cuatro partes.

La primera, titulada: “En el salén de clases”, contiene veinte seccio-
nes. Cada seccién estard enumerada con tipo negro, como pot ejemplo
“seccién 4",

De la seccién 1 a la 5 se discutird en términos generales el “propésito”
de nuestra lista, De la 6 a la 17 se exponen cuales son las “divisiones prin-
cipales” y las “principales preguntas” de la lista, y se discutird el primer
ejemplo prictico. En las secciones 18, 19 y 20 se incluyen “otros ejemplos”.

La segunda parte, que es muy breve, titulada: “Cémo tesolver un pro-
blema”, aparece esctita en forma de didlogo. Un supuesto maestro responde
a las breves preguntas que le plantea un alumno un tanto idealizado
también.

La tercera y mis extensa de las partes es un “Breve diccionario de
heuristica”. Nos referiremos a él como el “diccionario”. Contiene sesenta
y siete articulos ordenados alfabéticamente. Por ejemplo, el significado
del término HEURfsTICA (impreso en versalitas o pequefias mayasculas)
se expone en la pagina 101 en un articulo bajo dicho titulo. Cuando en
el texto se haga referencia a uno de tales articulos, su titulo aparecerd
impteso en versalitas. Ciertos parrafos de algunos articulos son més téc-
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22 Introduccion

nicos; éstos se hallardn encerrados en corchetes. Algunos articulos estin
estrechamente relacionados con la primera parte proporcionindole ilustra-
ciones adicionales y observaciones més especificas. Otros van un tanto mas
alld del objeto de la primera parte, de la que proporcionan explicaciones
mas a fondo. Hay un articulo clave sobre HEURISTICA MODERNA. En él
se exponen las relaciones entre los diversos articulos, asi como el plan
fundamental del diccionario. Contiene también indicaciones de cémo en-
contrar informacién sobre detalles particulares de la lista. Nos parece
necesario destacar, dado que los articulos del diccionario son aparente-
mente muy variados, el hecho de que existe en su elaboracién un plan
general que encierra una cierta unidad. Hay algunos articulos un poco
mis extensos, si bien dedicados a una concisa y sistematica discusién de
algin tema general. Otros contienen comentarios més especificos, mien-
tras que otros abordan referencias histéricas, citas e incluso chistes.

El diccionario no debe leerse con premura. Con frecuencia su contexto
es conciso y otras un tanto sutil. El lector podréd recurrir a él para infor-
marse sobre un punto en particular. Si dichos puntos provienen de su
experiencia con sus propios problemas o con los de sus alumnos, su lec-
tura tiene todas las probabilidades de ser de provecho.

La cuarta parte lleva por titulo: “Problemas, sugerencias, soluciones”.
Plantea algunos problemas para un lector mas ambicioso. A cada problema
le sigue (a distancia conveniente) una “sugerencia’ que puede revelar
el camino del resultado, el cual es explicado en la “solucién”.

En repetidas ocasiones nos hemos referido al “alumno” y al “maes-
tro” y seguiremos haciéndolo una y otra vez. Es conveniente aclarar que
al referirnos al “‘alumno”, hablamos en términos generales de cualquier
persona que esté estudiando matematicas, ya sean de bachillerato, ya de
grado universitario. Al igual, el “maestro” puede ser un maestro de ba-
chillerato o de universidad, o cualquier persona interesada en la técnica
de la ensefianza de las matemaéticas. El autor adopta unas veces el pun-
to de vista del alumno, otras el del maestro (este altimo principalmente en
la primera parte). Sin embargo, la mayor parte de las veces (especialmente
en la tercera parte adopta el punto de vista de una persona, ni alumno ni
maestro, ansiosa de resolver un problema que se le ha planteado.
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PROPOSITO

1. Ayudar al alumno. Una de las mis importantes tareas del maes-
tro es ayudar a sus alumnos. Tarea nada facil. Requicre tiempo, practica,
dedicacién y buenos principios.

El estudiante debe adquirir en su trabajo personal la mis amplia expe-
riencia posible. Pero si se le deja solo frente a su problema, sin ayuda
alguna o casi sin ninguna, puede que no progrese. Por otra parte, si el
maestro le ayuda demasiado, nada se le deja al alumno. El maestro debe
ayudarle, pero no mucho ni demasiado poco, de suerte que le deje asumir
una parte razonable del trabajo.

Si el estudiante no estd en condiciones de hacer gran cosa, el maestro
debe mantenerle al menos la ilusién del trabajo personal. Para tal fin, el
maestro debe ayudar al alumno discretamente, sz imponérsele.

Lo mejor es, sin embargo, ayudar al alumno en forma natural. El maes-
tro debera ponerse en su lugar, ver desde el punto de vista del alumno,
tratar de comprender lo que le pasa por la mente, y plantear una pregunta
o indicar algin camino que pudiese ocurrirsele al propio alumno.

2. Preguntas, recomendaciones, operaciones intelectuales. Al tra-
tar de ayudar al alumno en forma efectiva y natural, sin imponérsele, el
maestro puede hacer la misma pregunta e indicar el mismo camino una y
otra vez. Asi, en innumerables problemas, tenemos que hacer la pregunta:
(Cudl es la incégnita? Podemos cambiar el vocabulario y hacer la misma
pregunta en diferentes formas: ;Qué se requiere?; ;qué quiere usted deter-
minar?; ;qué se le pide a usted que encuentre? El propésito de estas pre-
guntas es concentrar la atencién del alumno sobre la incégnita. A veces se
obtiene el mismo resultado de modo més natural sugiriendo: Mire atenta-
mente la incognita. Preguntas y sugerencias tienen el mismo fin; tienden a
provocar la misma operacién intelectual.

Nos ha parecido que podria ser interesante el juntar y agrupar las pre-
guntas y sugerencias particularmente dtiles en la discusion de problemas
con los alumnos. La lista que presentamos contiene preguntas y sugeren-
cias de ese tipo, cuidadosamente elegidas y clasificadas; pueden ser igual-
mente Gtiles a aquellas personas que trabajen solas en Ia resolucién de pro-
blemas. Si el lector conoce la lista lo suficiente como para poder discernir
detrds de la sugerencia la accién sugerida, se dard cuenta que la susodicha
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26 En el salén ie clases

lista menciona, indirectamente, las operaciones intelectuales particularmen-
te dtiles para la solucion de problemas. Dichas operaciones se han mencio-
nado en el orden més probable de su aparicién.

3. La generalidad es una de las caracteristicas importantes de las
preguntas y sugerencias que contiene nuestra lista. Témense las preguntas:
¢Cudl es la incognita?; ;cudles son los datos?; ;cudl es la condicion? Esas
preguntas son aplicables en general, podemos plantearlas eficazmente en
toda clase de problemas. Su uso no esta restringido 2 un determinado tema.
Ya sea un problema algebraico o geométrico, matematico o no, teérico o
prictico, un problema serio o una mera adivinanza, las preguntas tienen un
sentido y ayudan a esclarecer el problema.

De hecho, existe una restriccién, pero que nada tiene que ver con el
tema del problema. Ciertas preguntas y sugerencias de la lista son aplicables
exclusivamente a los “problemas de determinacién” y no a los “problemas
de demostracién”.

Si estamos en presencia de un problema de este Gltimo género debemos
emplear preguntas diferentes. (Véase “PROBLEMAS POR RESOLVER, PRO-
BLEMAS POR DEMOSTRAR, pigina 161.)

4. Sentido comtn. Las preguntas y sugerencias de nuestra lista son
generales, pero, pese a su generalizacién, son naturales, sencillas, obvias y
proceden del més simple sentido comtn. Témese la sugerencia: Mire la
incognita y trate de pensar en un problema que le sea familiar y que tenga
la misma incognita o una semejante. Esta sugerencia le aconseja hacer lo
que usted harfa de todas formas, aun sin consejo, si esti decidido a resolver
su problema. ;Tiene hambre? Usted quiere procurarse algin alimento y
piensa en las formas habituales de procurarselo. ;Tiene un problema de
construccion geométrica? Quiere construir un tridngulo y piensa en las for-
mas habituales de construir un tridngulo. ;Tiene un problema cualquiera?
Quiere encontrar una cierta incégnita y piensa en las formas habituales de
encontrar una inc6gnita de ese tipo o una incdgnita similar. Obrando asi,
usted estd en la linea de la sugerencia mencionada en nuestra lista. Y estd
también sobre el buen camino: la sugerencia es buena, le sugiere un ca-
mino a seguir que le llevard con frecuencia al éxito.

Todas las preguntas y sugerencias de nuestra lista son naturales, sen-
cillas, obvias y no proceden mis que del sentido coman, pero expresan
dicho sentido comtn en términos generales. Sugiren una cierta conducta
que debe presentarse en forma natural en la mente de cualquiera que tenga
un cierto sentido comin y un serio deseo de resolver el problema que se le
ha propuesto. Pero la persona que procede asi, en general no se preocupa
por hacer explicito claramente su comportamiento o no es capaz de hacerlo.
Nuestra lista trata precisamente de hacerlo explicito.
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5. Maestro y alumno. Imitacién y practica. Cuando el profesor
hace a sus alumnos una pregunta o una sugerencia de la lista, puede pro-
ponerse dos fines. Primero, el ayudar al alumno a resclver el problema en
cuestién. Segundo, el desarrollar la habilidad del alumno de tal modo que
pueda resolver por si mismo problemas ulteriores.

La experiencia muestra que las preguntas y sugerencias de la lista, em-
pleadas apropiadamente, ayudan con frecuencia al alumno. Tienen dos ca-
racteristicas comunes, el sentido comin y la generalizaciéa. Como provie-
nen del sentido comin, se presentan con frecuencia de un modo natural;
se le podrian ocurrir al propio alumno. Como son generales, ayudan sin
imponerse, indicando una direccién general, pero dejando al alumno mu-
cho por hacer.

Sin embargo, los dos resultados que mencionabamos antes estin estre-
chamente ligados. En efecto, si el alumno logra resolver con éxito el pro-
blema en cuestién, esti desarrollando su habilidad en la resolucién de
problemas. Conviene, pues, no olvidar que nuestras preguntas son generales
y aplicables a numerosos casos. Si el alumno emplea la misma pregunta
varias veces con buen resultado, sin duda se fijard en ella y a ella recurrird
cuando se encuentre en un caso similar. Si se hace esa misma pregunta
varias veces, acabard tal vez por deducir la idea exacta. Mediante tal
éxito, descubrird la manera correcta de emplear la pregunta y serd entonces
cuando realmente la habri asimilado.

El alumno puede llegar a retener ciertas preguntas de nuestra lista al
grado de ser finalmente capaz de hacerse a si mismo la pregunta indicada
en el momento adecuado y de efectuar con toda naturalidad la operacién
intelectual correspondiente. Este alumno habra logrado con toda seguridad
el maximo provecho posible de nuestra lista. ;Cémo puede el maestro ob-
tener este excelente resultado?

El resclver problemas es una cuestién de habilidad practica como, por
ejemplo, el nadar. La habilidad practica se adquiere mediante la imitacién
y la prictica. Al tratar de nadar imitamos los movimientos de pies y manos
que hacen las personas que logran asi mantenerse a flote, y finalmente
aprendemos a nadar practicando la natacién. Al tratar de resolver pro-
blemas, hay que observar e imitar lo que otras personas hacen en casos
semejantes, y asi aprendemos problemas ejercitindolos al resolverlos.

El profesor que desee desarrollar en sus alumnos la aptitud para resol-
ver problemas, debe hacerles interesarse en ellos y darles el mayor nimero
posible de ocasiones de imitacién y practica. Si el maestro quiere desarro-
llar en sus alumnos el proceso mental que corresponde a las preguntas y
sugerencias de nuestra lista, debe emplearlas tantas veces como vengan al
caso de un modo natural. Ademas, cuando el maestro resuelve un proble-
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ma ante la clase, debe “'dramatizar™ un poco sus ideas y hacerse las mis-
mas preguntas que emplea para ayudar a sus alumnos. Gracias a tales con-
sejos, el alumno descubrira, sin duda, la manera de utilizar las preguntas
y sugerencias y adquirira asi conocimientos mas importantes que los de un
simple hecho matematico.

DIVISIONES PRINCIPALES, PREGUNTAS PRINCIPALES

6. Cuatro fases. Al tratar de cncontrar la solucion podemos cambiar
repetidamente nuestro punto de vista, nuestro modo de considerar el pro-
blema. Tenemos que cambiar de posicién una y otra vez. Nuestra concep-
cién del problema serd probablemente incompleta al empezar a trabajar;
nuestra visiéon sera diferente cuando hayamos avanzado un poco y cam-
biard nuevamente cuando estemos a punto de lograr la solucién.

A fin de agrupar en forma cdmoda las preguntas y sugerencias de
nuestra lista, distinguiremos cuatro fases del trabajo. Primero, tenemos que
comprender el problema, es decir, ver claramente lo que se pide. Segundo,
tenemos que captar las relaciones que existen entre los diversos elementos,
ver lo que liga a la incdgnita con los datos a fin de encontrar la idea de la
solucién y poder trazar un plan. Tetcero, poner en ejecucidn el plan. Cuar-
to, volver atrds una vez encontrada la solucién, revisarla y discutirla.

Cada una de estas fases es importante. Puede suceder que a un alum-
no se le ocurra por casualidad una idea excepcionalmente brillante y sal-
tindose todo el trabajo preparatorio, vaya directamente a la solucién. Tales
golpes de suerte son deseables, naturalmente, pero puede llegarse a un re-
sultado no deseado, desafortunado, si el alumno descuida cualquiera de las
cuatro fases sin tener una buena idea. Es de temerse lo peor si el alumno
se lanza a hacer cilculos o construcciones sin haber com prendido el pro-
blema. Generalmente es inGtil ocuparse de los detalles si no se han visto
las relaciones esenciales o sin haber trazado un plan previo. Se pueden evi-
tar muchos errores si el alumno versfica cada paso al llevar al cabo el plan.
Los mejores resultados pueden perderse si el alumno no reexamina, no
reconsidera la solucién obtenida.

7. Comprension del problema. Es tonto el contestar a una pregun-
ta que no se comprende. Es deplorable trabajar para un fin que no se desea.
Sin embargo, tales errores se cometen con frecuencia, dentro y fuera de la
escuela. El maestro debe tratar de evitar que se produzcan en su clase. El
alumno debe comprender el problema. Pero no sélo debe comprenderlo,
sino también debe desear resolverlo. Si hay falta de comprension o de inte-
rés por parte del alumno, no siempre es su culpa; el problema debe esco-
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gerse adecuadamente, ni muy dificil ni muy facil, y debe dedicarse un
cierto tiempo a exponerlo de un modo natural e interesante.

Ante todo, el enunciado verbal del problema debe ser comprendido.
El maestto puede comprobarlo, hasta cierto punto, pidiéndole al alumno
que repita el enunciado, lo cual debera poder hacer sin titubeos. El alum-
no deberd también poder separar las principales partes del problema, la
incognita, los datos, la condicién. Rara vez puede el maestro evitar las pre-
guntas: ;Cudl es la incognita?; ;cudles son los datos?; ;cudl es la condicién?

El alumno debe considerar las principales partes del problema atenta-
mente, repetidas veces y bajo diversos dngulos. Si hay alguna figura rela-
cionada al problema, debe dibujar la figura'y destacar en ella la incognita
y los datos. Es necesario dar nombres a dichos elementos y por con-
siguiente introducir una notacidn adecuada; poniendo cuidado en la apro-
piada eleccién de los signos, estd obligado a considerar los elementos para
los cuales los signos deben de ser elegidos. Hay otra pregunta que puede
plantearse en este momento, con tal de que no se espere una respuesta de-
finitiva, sino més bien provisional o una mera conjetura: (Es posible satis-
facer la condicién?

(En la exposicion de la 2* parte, pig. 51, “Comprender el problema”
esta dividido en dos partes: “Familiarizarse” y “Trabajar para una mejor
comprension”.)

8. Ejemplo. Tlustremos algunos de los puntos expuestos en la sec-
cién anterior. Tomemos el siguiente problema, muy sencillo: Determinar
la diagonal de un paralelepipedo rectangular dados su longitud, su ancho
Y S# altura.

Para poder discutir este problema con provecho, los alumnos deben
estar familiarizados con el teorema de Pitdgoras y con algunas de sus apli-
caciones en la geometria plana, pero pueden no tener mas que ligeros co-
nocimientos de la geomettia del espacio. El maestro puede confiar aqui en
la familiaridad intuitiva del alumno con las relaciones en el espacio.

El maestro puede hacer interesante el problema concretindolo. En efec-
to, el salén de clase es un paralelepipedo rectangular cuyas dimensiones
pueden ser medidas, estimadas; los alumnos tienen que determinar, “'me-
dir de un modo indirecto”, la diagonal del salén. El maestro sefiala la lon-
gitud, el ancho y la altura del salén, indica la diagonal con un gesto y da
cierta vida a la figura que ha trazado en el pizarrén, refiriéndose repetida-
mente al salén de clase.

El di4logo entre el maestro y los alumnos puede empezat como sigue:

¢Cudl es la incégnita?

~La longitud de la diagonal de un paralelepipedo rectangular.

(Cudles son los datos?
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—La longitud, el ancho y la altura del paralelepipedo.

—Introduzcan una notacion adecuada. ;Qué letra designard a la in-
cognita?

—X.

—Qué letras quieren ustedes elegir para designar a la longitud, al
ancho y a la altura?

—a, b, c.

—Cudl es la condicién que relaciona a4, by ¢ con x?

—=x es la diagonal del paralelepipedo del cual 4, & y ¢ son la longitud,
el ancho y la altura.

—Es éste un problema razonable? Quiero decit, jes suficiente la con-
dicién para determinar la incégnita?

—Si, lo es. Si conocemos 4, b y ¢, conocemos el paralelepipedo. Si el
paralelepipedo esta determinado, su diagonal también lo esta.

9. Concepcién de un plan. Tenemos un plan cuando sabemos, al
menos a “grosso modo”, qué cilculos, qué razonamientos o construcciones
habremos de efectuar para determinar la incégnita. De la comprensién
del problema a la concepcién del plan, el camino puede ser largo y tor-
tuoso. De hecho, lo esencial en la solucién de un problema es el concebit
la idea de un plan. Esta idea puede tomar forma poco a poco o bien, des-
pués de ensayos aparentemente infructuosos y de un periodo de duda,
se puede tener de pronto una “idea brillante”. Lo mejor que puede hacer
el maestro por su alumno es conducirlo a esa idea brillante zyudindole,
pero sin imponérsele. Las preguntas y sugerencias de las que vamos a ha-
blar, tienen por objeto provocar tales ideas.

Para comprender la posicién del alumno, el maestro debe pensar en
su propia experiencia, en sus propias dificultades y éxitos en la resolucién
de problemas.

Sabemos, claro estd, que es dificil tener una buena idea si nuestros
conocimientos son pobres en la materia, y totalmente imposible si la des-
conocemos por completo. Las buenas ideas se basan en la experiencia pa-
sada y en los conocimientos adquiridos previamente. Un simple esfuerzo
de memoria no basta para provocar una buena idea, pero es imposible tener
alguna sin recordar ciertos hechos pertinentes a la cuestion. Los materiales
pot si solos no permiten la construccién de una casa, pero es imposible
construir una casa sin juntar los materiales necesarios. Los materiales ne-
cesarios para la solucién de un problema de matematicas son ciertos de-
talles particulares de conocimientos previamente adquiridos, tales como
problemas resueltos, teoremas demostrados. Por ello es con frecuencia ade-
cuado abordar un trabajo planteindose la siguiente pregunta: ;Conoce al-
gén problema relacionado?
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La dificultad estriba en que hay por lo general una infinidad de pro-
blemas que se relacionan de alguna manera con el que nos ocupa, es decir,
que tienen ciertos puntos en coman con él. ;Cémo escoger entre tantos,
aquel o aquellos que puedan ser realmente utiles? Una sugerencia nos va a
permitir descubrir un punto com@n esencial: Mire bien la incdgnita. Trate
de pensar en algin problema que le sea familiar y que tenga la misma in-
cognita o una similar.

Si llegamos a recordar algn problema ya resuelto que esté estrecha-
mente relacionado con nuestro problema actual, podemos considerarnos
con suette. Debemos tratar de merecer tal suerte y podemos merecerla sa-
biéndola explotar. He agui un problema relacionado con el suyo y ya re-
suelto. cPuede usted hacer uso de él?

Las preguntas anteriores, bien comprendidas y seriamente examinadas,
ayudan muchas veces a provocar el encadenamiento correcto de las ideas;
pero no siempte es el caso, ya que no son férmulas mégicas. Nos hace falta
entonces buscar otro punto de contacto y explorar los diversos aspectos de
nuestro problema. Debemos cambiar, transformar o modificar el problema.
;Puede enunciarse el problema en forma diferente? Ciertas cuestiones de
nuestra lista sugieren medios especificos para variar el problema, tales
como la generalizacién, la particularizacién, el empleo de la analogia, el
descartar una parte de la condicion, y asi por el estilo. Todos estos detalles
son importantes, pero por el momento no podemos ahondar en ellos. Una
modificacién del problema puede conducirnos a algan otro problema auxi-
liar apropiado: S7 no puede resolver el problema propuesto, trate de resol-
ver primero algin problema relacionado con él.

Al tratar de utilizar otros problemas o teoremas que ya conocemos, con-
siderando las diversas transformaciones posibles, experimentando con di-
versos problemas auxiliares, podemos desviarnos y alejarnos de nuestro
problema primitivo, al grado de correr el riesgo de perderlo totalmente
de vista. Aqui una buena pregunta nos puede conducir de nuevo a él: ;Ha
empleado todos los datos?; ;ha hecho uso de toda la condicién?

10. Ejemplo. Volvamos al ejemplo considerado en la seccién 8. Lo
habiamos dejado en el momento en que los alumnos comenzaban a com-
prender el problema y a manifestar un cierto interés. En ese momento
pueden tener algunas ideas propias, ciertas iniciativas. Si el maestro, des-
pués de obsetvar atentamente la clase, no puede descubrir ningtin indicio
de iniciativa en sus alumnos, tiene que volver a dialogar con ellos. Debe
disponerse a repetir, modificindolas ligeramente, las preguntas a las que
no hayan tespondido los alumnos y afrontar muchas veces su silencio
desconcertante (figurado aqui por puntos suspensivos).

—cConocen un problema que se relacione a éste?
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—Consideren la incégnita, ;Conocen algin problema que tuviese la
misma incognita?

—Bueno. (Cudl es la incégnita?

—1La diagonal de un paralelepipedo.

—Conocen algin problema que tuviese la misma incégnita?

—No. Nunca se nos ha planteado un problema acerca de la diagonal
de un paralelepipedo.

—-Conocen algin problema que tuviese una incégnita similar?

—Miten, la diagonal es un segmento de recta. ;No han resuelto uste-
des algiin problema cuya incégnita fuese la longitud de un segmento de
recta?

—Si, claro, ya hemos resuelto problemas de ese tipo. Por ejemplo,
cuando hemos tenido que determinar el lado de un triangulo rectingulo.

—Muy bien. He abi un problema que se relaciona con el propuesto y
que ya han resuelto. ;Pueden utilizarlo?

—Han tenido suerte de acordarse de un problema analogo a éste que
nos ocupa y que ya han resuelto. ;Les gustaria utilizarlo?; ;podrian introdu-
cir algun elemento auxiliar que les permitiese emplearlo?

—Veamos, el problema del que se han acordado concierne un tridngulo.
¢Hay algan tridngulo en vuestra figura?

Esperemos que esta Gltima alusién sea lo suficientemente clara como
para hacer nacer la idea de la solucién, la cual consiste en introducir un
tridngulo rectingulo (rayado en la fig. 1) cuya hipotenusa es la diagonal
que se busca. Sin embargo, el profesor debe prever el caso en que dicha
alusién no logre sacudir el torpor de sus alumnos; tiene que estar dispues-
to, entonces, a emplear toda una serie de alusiones cada vez mis explicitas.

FiG. 1
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—Quieren que aparezca un tridngulo en la figura?

—¢Qué clase de tridngulo quieren que aparezca?

—Todavia no pueden determinar la diagonal? Sin embargo, decian
ustedes que sabian cémo encontrar el lado de un triangulo. Entonces, :qué
van a hacer?

—cPodrian encontrar la diagonal si fuese el lado de un triangulo?

Cuando finalmente, con su ayuda, los alumnos han logrado hacer apa-
recer el elemento auxiliar decisivo (el tridngulo rectingulo rayado en la
fig. 1), el maestro debe asegurarse que ven la continuacién del razona-
miento antes de animarlos a lanzarse en calculos reales.

—Creo que era una buena idea el trazar ese tridngulo. Ahora tienen
un tridngulo, pero ;tienen ustedes la incognita?

—La incégnita es la hipotenusa del tridangulo; podemos determinatla
con la ayuda del teorema de Pitdgoras.

—3i, si se conocen la [ongitud de los otros dos lados, pero ¢las conocen
ustedes?

—7Una de las longitudes es dada: ¢. En cuanto a la otra, no creo que
sea muy dificil determinarla. ;Claro! El otro lado es la hipotenusa de otro
tridngulo rectangulo.

—Perfecto. Ahora veo que tienen un plan.

11. Ejecucion del plan. Poner en pie un plan, concebir la idea de la
solucién, ello no tiene nada de facil. Hace falta, para lograrlo, el concurso
de toda una serie de circunstancias: conocimientos ya adquiridos, buenos
habitos de pensamiento, concentracién, y lo que es mas, buena suerte. Es
mucho més facil llevar al cabo el plan. Para ello lo que se requiere sobre
todo es paciencia.

El plan proporciona una linea general. Nos debemos de asegurar que
los detalles encajan bien en esa linea. Nos hace falta, pues, examinar los
detalles uno tras otro, pacientemente, hasta que todo esté perfectamente
claro, sin que quede ningin rincén oscuro donde podria disimularse un
error.

Si el alumno ha concebido realmente un plan, el maestro puede dis-
frutar un momento de una paz relativa. El peligro estriba en que el alumno
olvide su plan, lo que puede ocurrir facilmente si lo ha recibido del exte-
tior y lo ha aceptado por provenir de su maestro. Pero si él mismo ha tra-
bajado en el plan, aunque un tanto ayudado, y si ha concebido la idea final
con satisfaccién, entonces no la perdera tan facilmente. No obstante, el
profesor debe insistir en que el alumno verifique cada paso.

Podemos asegurarnos de la exactitud de un paso de nuestro razona-
miento ya sea "'por intuicién’ o por medio de una “demostracién formal”.
Podemos concentrarnos sobre el punto en cuestion hasta que lo veamos tan
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claro que no nos quede duda alguna sobre la exactitud de dicho detalle.
También podemos esclarecer el punto que nos interesa operando por de-
duccién y ateniéndonos a reglas formales. (La diferencia entre “intuicién”
y “‘demostracién formal” es lo suficientemente clara en muchos casos im-
portantes; dejaremos a los filésofos el cuidado de profundizar sobre el
caso.)

Lo esencial es que el alumno honestamente esté por completo seguro
de la exactitud de cada paso. En c1ertoo casos, el profesor puede recalcar
sobre la diferencia que hay entre “ver” y “demostrar’: ;Pueden ustedes ver
claramente que el paso es correcto?; pero ;pueden también demostrar que
es correcto?

12. Ejemplo. Tomemos nuestro trabajo en el punto en que lo habia-
mos dejado al final de la seccién 10. El alumno ha tenido, al fin, la idea de
la solucién. Ve el triangulo rectingulo cuya incégnita x es la hipotenu-
say la altura dada ¢ uno de los lados, siendo el otro lado la diagonal de una
cara. Puede que el alumno deba ser llevado a establecer la notacién apro-
piada. Debera elegir y para representar al otro lado del tridngulo, diagonal
de la cara para la cual 2 y & son los lados. Asi podrd concebir més clara-
mente la solucién que consiste en hacer aparecer un problema auxiliar cuya
incégnita es y. Finalmente, considerando uno tras otro los tridngulos rec-
tangulos (ver fig. 1), podra obtener:

x2 = y2 4 2
y2 = g= + b2

y, sustituyendo la incégnita auxiliar y?:

x2 = 4%+ b2 + 2

x=Va b2+ ¢

El profesor no tiene por qué interrumpir al alumno si éste sale adelante
con bien de estos detalles, salvo, el caso dado, para aconsejarle que verifi-
que cada paso del razonamiento. El profesor puede preguntar, por ejemplo:

—Ven claramente que el triangulo cuyos lados son x, y y ¢ es un
triangulo rectingulo?

A esta pregunta el alumno puede responder “si”’ con toda honestidad,
pero se hallari en un aprieto si el profesor no se contenta con su convicciéon
intuitiva y continda el interrogatorio:

—¢Pero, pueden demostrar que dicho triangulo es en efecto un tridn-
gulo rectangulo?

Es, pues, preferible para el profesor el renunciar a hacer esa pregunta,
a menos que su clase haya sido realmente bien iniciada en la geometria del
espacio. Incluso en dicho caso se corre el riesgo de que la respuesta a una



Vision retrospectiva 35

pregunta incidental se torne, para la mayoria de los alumzos, en la dificul-
tad principal.

13. Visidn retrospectiva. Aun los buenos alumnos, una vez que han
obtenido la solucién y expuesto claramente el razonamiento, tienden a
cerrar sus cuadernos y a dedicarse a otra cosa. Al proceder asi, omiten una
fase importante y muy instructiva del trabajo.

Reconsiderando la solucién, reexaminando el resultado y el camino
que les condujo a ella, podrian consolidar sus conocimientos y desarro-
llar sus aptitudes para resolver problemas. Un buen profesor debe com-
prender y hacer comprender a sus alumnos que ningin problema puede
considerarse completamente terminado. Siempre queda algo por hacer;
mediante un estudio cuidadoso y una cierta concentracién, se puede mejorar
cualquier solucién, y en todo caso, siempre podremos mejorar nuestra
comprensién de la solucién.

El alumno ha llevado al cabo su plan. Ha redactado la solucién, verifi-
cando cada paso del razonamiento. Tiene, pues, buenos motivos para creer
que su solucién es correcta. No obstante, pueden haber errores, sobre todo
si el razonamiento es largo y enredado. Por lo tanto, es recomendable veri-
ficar. Especialmente si existe un medio rapido e intuitivo para asegurarse
de la exactitud del resultado o del razonamiento, no debe uno dejar de ha-
cetlo. sPuede verificar el vesultado?; ;puede verificar el razonamiento?

Al igual que para convencernos de la presencia o de la calidad de un
objeto, nos gusta verlo y tocarlo, prefiriendo asi percibir por medio de
dos sentidos diferentes al igual preferimos convencernos por medio de dos
pruebas diferentes: ;Puede obtener el resultado de un modo distinto? Por
otra parte es preferible, naturalmente, un razonamiento corto y simple a
uno largo y complicado: /Puede verlo de golpe?

Una de las primeras y principales obligaciones del maestro es no dar
a sus alumnos la impresién de que los problemas de matemiticas no tienen
ninguna relacién entre si, ni con el mundo fisico. Al reconsiderar la solu-
cién de un problema se nos presenta la oportunidad de investigar sus rela-
ciones. Los alumnos se percatarin que un tal comportamiento es realmente
interesante si han hecho un esfuerzo honesto y si tienen la certidumbre de
haber hecho las cosas bien. Desearin entonces ver si ese esfuerzo no podria
aportarles otro beneficio y saber lo que habria que hacerse para obtener
nuevamente un resultado igual de correcto. El profesor debe alentar a sus
alumnos a imaginar casos en que podrian utilizar de nuevo el mismo pro-
ceso de razonamiento o aplicar el resultado obtenido. ;Puede utilizar el
resultado o el método para resolver algin otro problema?

14. Ejemplo. En la seccién 12 los alumnos habfan obtenido final-
mente la solucién:
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Si las tres aristas de un paralelepipedo rectangular, a partir del mismo
vértice, son 4, b, ¢, la diagonal es:

Vaz+ b2+ c2

¢Puede verificarse el resultado? El profesor no debe esperar una res-
puesta satisfactoria a esta pregunta de parte de alumnos inexpertos. Sin
embargo, los alumnos deben saber lo mas pronto posible que los problemas
“literales” tienen una grande ventaja sobre los problemas puramente nu-
méricos; si el problema estd dado “en letras”, su resultado puede, en efecto,
someterse a varias verificaciones que serian imposibles en el caso de un
problema numérico. Aunque relativamente sencillo, nuestro ejemplo per-
mite demostrarlo. El profesor puede hacer varias preguntas acerca del re-
sultado, a las cuales los alumnos podrin ficilmente dar una respuesta po-
sitiva; pero una respuesta negativa demostraria que hay una falla seria en
el resultado.

¢Ha empleado todos los datos? ;Figuran todos los datos 4, 4, ¢ en la
férmula de la diagonal?

El largo, la altura y el ancho juegan el mismo papel en nuestra pre-
gunta; nuestro problema es simétrico respecto de ¢, &y ¢. ;Es que en la
férmula que han encontrado para la diagonal, ¢, &, y ¢, tienen un papel si-
métrico? ;Permanece idéntica cuando se cambian entre si g, by ¢?

Nuestro problema es un problema de geometria del espacio: se trata
de encontrar la diagonal de un paralelepipedo de dimensiones dadas 4, &
y ¢. Es andlogo a un problema de geometria plana: encontrar la diagonal
de un rectingulo de dimensiones dadas, @ y 4. ;El resultado de nuestro pro-
blema en el espacio es anidlogo al resultado del problema de geometria
plana?

Si la altura ¢ disminuye hasta desaparecer totalmente, el paralelepipedo
se convierte en un paralelograma. Si, en la férmula, se pone ¢ = 0, ;se
obtiene la férmula correcta de la diagonal del rectingulo?

Si la altura ¢ aumenta, la diagonal aumenta. ;Es esto aparente en la
férmula?

Si las tres dimensiones 4, & y ¢ del paralelepipedo aumentan en la mis-
ma proporcion, la diagonal aumenta también en la misma proporcién. Si,
en la férmula, se sustituye @, & y ¢ respectivamente por 124, 125 y 12¢, la
expresion de la diagonal debe igualmente quedar multiplicada por 12. ;Es
ello asi?

Sia, by ¢ se expresan en metros, la férmula da igualmente la medida
de la diagonal en metros, pero si usted expresa todas las medidas en centi-
metros, la férmula debe seguir correcta. (Es ello asi?
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(Las dos ultimas cuestiones son esencialmente equivalentes; véase
EXAMEN DE DIMENSIONES, pigina 87.)

Estas cuestiones tienen varios efectos excelentes. En principio, un alum-
no inteligente quedard forzosamente impresionado por el hecho de que la
férmula puede experimentar tantas pruebas con éxito. Tenia ya la convic-
cién de que la férmula era correcta porque la habia establecido con cui-
dado. Mas su conviccion es mayor ahora y esta certeza mayor proviene de
una causa diferente: se debe a una especie de “evidencia experimental”.
Asi, gracias a las cuestiones precedentes, los detalles de la férmula adquie-
ren una nueva significacidén; se establece un lazo entre ellos y diversos he-
chos. Hay, pues, mayores posibilidades para que la férmula se fije en la
mente, consolidindose los conocimientos de los alumnos. También se pue-
de ficilmente transferir dichas cuestiones y utilizarlas en problemas seme-
jantes. Después de una cierta experiencia de problemas del mismo tipo, un
alumno inteligente podrd percibir las ideas generales subyacentes: empleo
de todos los datos relativos a la cuestidn, variacién de datos, simetria, ana-
logia. Si toma el habito de dedicarse al examen de estos diversos puntos,
desarrollard tanto mds su aptitud para solucionar problemas.

¢Puede verificarse el razonamiento? En casos dificiles e importantes pue-
de ser necesario verificar el razonamiento paso por paso. En general, basta
entresacar los puntos “delicados” para reexaminarlos. En el caso que nos
ocupa, se puede aconsejar el discutir retrospectivamente la cuestién que re-
sultaba menos interesante de examinar en tanto no se tenia la solucién:
¢Pueden ustedes demostrar que el tridngulo cuyos lados son x, y y ¢ es un
tridngulo rectingulo? (Ver el final de la seccién 12.)

¢Puede utilizar el resultado o el método para resolver algin otro pro-
blema? Si se les anima un poco y se les da uno o dos ejemplos, los alumnos
encontrardn facilmente aplicaciones, las cuales consisten esencialmente en
dar una zuterpretacion concreta a los elementos mateméticos abstractos del
problema. Es este tipo de interpretacién concreta de la que se servia el
profesor cuando tomaba como ejemplo, para el paralelepipedo del proble-
ma, el salén donde tenia lugar la discusién. Un alumno poco dotado podra
proponer, a titulo de aplicacién, el calcular la diagonal de otro salén en
lugar de la del salén de clase. Si los alumnos no dan muestra de mayor
imaginacién en sus observaciones, el profesor mismo puede plantear un
problema ligeramente diferente como, por ejemplo: “Conociendo el largo,
el ancho y la altura de un paralelepipedo rectangular, determinar la dis-
tancia entre el centro y uno de sus vértices.”

Los alumnos pueden, entonces, utilizar e/ resultado del problema que
acaban de resolver, observando que la distancia que se les pide es igual a
la mitad de la diagonal que acaban de calcular. O bien, pueden emplear
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el método, haciendo aparecer en la figura los triangulos rectingulos apro-
piados (esta Gltima forma de proceder es menos evidente y menos elegante
en el caso presente).

Después de esta aplicacidn, el profesor puede discutir la configuracién
de las cuatro diagonales del paralelepipedo y de las seis piramides cuyas
bases son las seis caras, el centro, el vértice comin y las semidiagonales son
las aristas laterales. Una vez que la imaginacién de los alumnos se ha des-
pertado lo suficiente, el profesor debe volver a la pregunta: ;Pueden uti-
lizar el resultado o el método para resolver algiin otro problema? Es mas
probable que ahora los alumnos puedan encontrar una interpretacién con-
creta mas interesante, como la que sigue, por ejemplo:

“Se quiere erigir un asta de 8 m de altura en el centro de un terreno
rectangular de 21 m de largo y 16 m de ancho. Para sostener el asta se
requieren cuatro cables de igual tamafio. Estos deben de partir del mismo
punto, situado a 2 m del vértice del asta y llegar a los cuatro vértices del
terreno. Calcular el largo de cada cable.”

Los alumnos pueden utilizar el método del problema que han resuelto
en detalle, haciendo aparecer un tridngulo rectingulo en un plano vertical
y otro en un plano horizontal. O bien pueden utilizar el resuxltado imagi-
nando un paralelepipedo rectangular cuya diagonal x es uno de los cuatro
cables y cuyas aristas son:

a = 10.5 b=28 FELO

Aplicando ditectamente la férmula se obtiene x = 14.5. (Para otros ejem-
plos ver: ;PUEDE UTILIZARSE EL RESULTADO?, pigina 171.)

15. Diversos planteos. Refirimonos de nuevo al problema ya con-
siderado en las precedentes secciones 8, 10, 12 y 14. La parte fundamental
del trabajo, el encontrar el plan, ha sido descrito en la seccién 10. Obser-
vemos que el profesor podria haber procedido en forma diferente. Partien-
do del mismo punto que en la seccién 10, podria haber seguido un camino
ligeramente diferente planteando las siguientes preguntas:

—Conocen ustedes algin problema que se relacione con el propuesto?

—¢Conocen un problema andlogo?

—Ustedes ven que el problema que se les plantea es un probiema de
geometria del espacio. ;Podrian considerar un problema anilogo, pero mas
simple, de geometria plana?

El problema que se les propone concierne a una figura en el espacio.
Se trata de la diagonal de un paralelepipedo rectangular. ;Cudl podria ser
el problema anilogo para una figura en el plano? Tratarfa de. .. la diago-
nal. .. de un rectingulo.

—El paralelogramo.
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Admitiendo incluso que los alumnos son muy lentos e indiferentes y
que hayan sido incapaces de adivinar nada hasta la fecha, finalmente esta-
ran obligados a cooperar en una cierta medida por pequefia que ésta sea.
Por lo demis, si el profesor tiene que tratar con alumnos tan lentos, no
debera plantear este problema del paralelepipedo sin antes haber tratado, a
modo de preparacidn, el problema anilogo concerniente al rectingulo.
Puede entonces continuar como sigue:

—He aqut un problema relacionado con el propuesio y que ustedes ya
han resuelto. ;Pueden utilizarlo?

—¢Deben introducir en ¢l algin elemento auxiliar para poder em-
plearlo?

El profesor logrard a veces sugetir a sus alumnos la idea deseada.
Consiste en concebir la diagenal del paralelepipedo dado como la de un
paralelogramo rectangular apropiado, el cual debe ser introducido en la
figura (interseccién del paralelepipedo con un plano que pase por las dos
aristas opuestas). La idea es esencialmente la misma que la anterior (sec-
cién 10), pero la forma de abordar el problema es diferente. En la
seccién 10 era por intermedio de la incégnita que se establecia el contacto
con los posibles conocimientos de los alumnos; recordaban un problema
que habfan resuelto con anterioridad y cuya incégnita era la misma que la
del problema propuesto. En la seccidn presente, es la analogia la que hace
surgir la idea de la solucién.

16. El método de interrogar del maestro. Tal como lo hemos ex-
puesto en las secciones precedentes (8, 10, 12, 14 y 15) es esencialmen-
te el siguiente: comiéncese por una pregunta general o una sugerencia
de nuestra lista y, si se requiere, viyase poco a poco a las preguntas mas
precisas y més concretas, hasta el momento de encontrar aquella que tiene
respuesta por parte de los alumnos. Si usted tiene que ayudar al alumno a
explotar su idea, parta, de ser posible, de una pregunta general o de una
sugerencia contenida en la lista y, viyase si es necesario, a una pregunta
més especial, y asi sucesivamente.

Nuestra lista, claro estd, no es mas que un esbozo de ese tipo; parece
suficiente para la mayor parte de los casos simples, pero podria ser mejo-
rada sin duda alguna. Interesa, sin embargo, que las sugerencias de las
que se patten sean simples, naturales y generales, y que la lista sea breve.

Las sugerencias deben ser simples y naturales, ya que de otro modo
serian inoportunas.

Deben ser generales, es decit, que deben poder aplicarse no solamente
al problema considerado, sino a problemas de todo tipo, de manera a con-
tribuir al desarrollo de las aptitudes del alumno y no solamente a una téc-
nica particular.
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La lista debe ser breve para que puedan repetirse las preguntas, sin
que ello parezca attificial, eer las circunstancias més diversas; se tendra asi
una oportunidad para que finalmente sean asimiladas por el alumno y para
que contribuyan al desatrollo de un habito mental.

Es necesatio it poco a poco hacia preguntas cada vez mas precisas, para
que el alumno pueda tomar [z mayor parte posible en el trabajo.

Este método de interrogacién no tiene nada de rigido y es lo que detet-
mina su interés ya que, en este dominio, todo sistema mecénico, pedante,
necesariamente es malo. Nuestro método comporta una cierta elasticidad,
cierta variedad; admite diversos modos de abordar el problema (sec-
cién 15); puede y debe ser aplicado de tal modo que las preguntas plan-
teadas por el profesor se le hubiesen podido ocurrir espontineamente al
propio alumno.

Si entre nuestros lectores hay alguno que quiera probar en su clase
nuestro método, le aconsejamos que proceda con prudencia. Deberi estu-
diar minuciosamente el ejemplo propuesto en la seccién 8 y los ejemplos
que encontrard més lejos en las secciones 18, 19 y 20. Debera preparar
cuidadosamente los ejemplos que haya elegido teniendo en cuenta las di-
versas maneras de abordarlos. Comenzard por algunos ensayos hasta descu-
brir poco a poco la forma en que conviene emplear el método, la forma
en que reaccionan los alumnos, y el tiempo que se requiere.

17. Buenas y malas preguntas. Si el método expuesto més arriba se
ha comprendido bien, debe permitir juzgar, por comparacién, el valor de
ciertas sugetencias, formuladas en general con la intencién de ayudar a los
alumnos.

Volvamos a tomar la situacién tal como se presentaba al principio de
la seccién 10, en el momento de hacer la pregunta: ;Conocen algin pro-
blema que se relacione con el propuesto? Se hubiera podido, con la loable
intencién de ayudar a los alumnos, sustituirla por la siguiente: Pueden
aplicar el teorema de Pitigoras?

Por buena que sea la intencidn, una pregunta tal seria deplorable. Tra-
temos de darnos cuenta de las condiciones en las cuales dicha pregunta se
puede plantear; veremos entonces que existe una larga serie de objeciones
que oponer a dicho tipo de “ayuda”. En efecto:

1) Si el alumno estd cerca de encontrar la solucién, puede comprender
la sugerencia que implica la pregunta; pero en el caso contrario, es muy
probable que no vea en lo absoluto cudl puede ser el fin de una pregunta
tal. Asi, éste no aportari ninguna ayuda donde mas falta hacia.

2) Si el alumno comprende la sugerencia, le libra el secreto entero sin
dejarle gran cosa por hacer.

3) La pregunta es de una naturaleza demasiado especial. Incluso si el
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alumno puede utilizarla para resolver el problema considerado, no le dejara
nada para ulteriores problemas. La pregunta nada tiene de instructiva.

4) Incluso si el alumno comprende la sugerencia, dificilmente puede
comprender porqué el profesor ha tenido la idea de hacerla. ¢Y cémo él,
el alumno, podria encontrar por si mismo una pregunta tal? Llega en for-
ma sorpresiva y poco natural, como el conejo que el prestidigitador saca
del sombrero; no es instructiva en lo absoluto.

Ninguna de estas objeciones se puede oponer al método descrito en la
seccién 10 o en la seccidén 15.

OTROS EJEMPLOS

18. Problema de construccién. Inscribir un cuadrado en un tridn-
gulo dado tal que dos vértices del cuadrado deben hallarse sobre la base
del trigngulo y los otros dos vértices del cuadrado sobre cada uno de los
otros dos lados del triangulo respectivamente.

—/Cudl es la incégnita?

—Un cuadrado.

——;Cudles son los datos?

~—Un tridngulo dado, nada mas.

—Cual es la condicion del problema?

—Los cuatro vértices del cuadrado deben hallarse sobre el perimetro
del tridngulo, dos sobre la base y los otros dos sobre cada uno de los otros
dos lados respectivamente.

—Es posible satisfacer la condicién?

—Creo que si, pero no estoy seguro.

—No parece que el problema le resulte muy ficil. S7 #o puede resol-
verlo, trate primero de resolver algin problema relacionado ¢Puede usted
satisfacer alguna parte de la condicion?

—¢Qué quiere decir por una parte de la condicién?

—Veamos; la condicién concierne a todos los vértices del cuadrado.
¢;De cudntos vértices se trata?

—De cuatro.

—Una parte de la condicién se aplicaria a menos de cuatro vértices.
Tome sélo una parte de la condicion, deje la otra parie. ;Qué parte de la
condicién es facil de satisfacer?

—Fs facil trazar un cuadrado con dos de sus vértices sobre el perime-
tro del tringulo, incluso un cuadrado con tres de sus vértices sobre el
perimetro del tridngulo.

—Dibuje una figura.
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El alumno dibuja la figura 2.

—Usted no ha considerado mais que una parte de la condicién, aban-
donando la otra. ;En qué medida la incégnita queda ahora determinada?

—El cuadrado no estd determinado si sélo tiene tres de sus vértices
sobre el perimetro del tridngulo.

FiG. 2

—Bien. Dibuje otra figura.

El alumno dibuja la figura 3.

—Tal como dice, el cuadrado no queda determinado por la parte de ia
condicion considerada. ;Cémo puede variar?

—Tres de los vértices de su cuadrado estin en el perimetro del trian-
gulo, pero el cuarto no estd donde deberia estar. Como usted lo ha dicho,
el cuadrado no esta determinado, puede variar; resulta lo mismo para su
cuarto vértice. ;Cémo puede variar?

—Tratelo experimentalmente si lo desea. Trace otros cuadrados, tres
de cuyos vértices se hallen sobre el perimetro del mismo modo que los dos

Fic. 3

cuadrados ya dibujados en la figura. DibGjelos pequefos y grandes. ;Cual
le parece ser el lugar geométrico del cuarto vértice? ;Como puede variar?
El profesor ha llevado al alumno muy cerca de la idea de la soluciéa.
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Si el alumno es capaz de adivinar que el lugar geométrico del cuarto
vértice es una recta, habra resuelto el problema.

19. Problema de demostracién. Dos dngulos estén situados en dos
planos diferentes, pero cada uno de los lados de uno es paralelo al lado co-
rrespondiente del otro, y en la misma direccion. Demostrar que los dos
dngulos son iguales.

Se trata de uno de los teoremas fundamentales de la geometria del es-
pacio. El problema se puede proponer a alumnos que, teniendo una cierta
experiencia de la geometria plana, conocen los rudimentos de la geometria
del espacio que preparan el presente teorema en los Elementos de Euclides.
(El teorema que acabamos de enunciar y que vamos a demostrar, es en
efecto la proposicién 10 del libro XI de Euclides.) Se han impreso en cur-
siva no solamente las preguntas y sugerencias que provienen de nuestra
lista, sino también otras diversas que les corresponden, como les “proble-
mas por demostrar” corresponden a los “problemas por resolver”. (Hemos
establecido esta correspondencia en una forma sistemdtica en PROBLEMAS
POR RESOLVER, PROBLEMAS POR DEMOSTRAR, 5, 6; pagina 162.)

—Cudl es la hipdtesis?

— Dos 4ngulos estin situadcs en diferentes planos. Cada uno de los
lados de uno es paralelo al lado correspondiente del otro y en la misma
direccion.

—Cudl es la conclusion?

—Los angulos son iguales.

— Dibuje una figura. Introduzca una notacion apropiada.

El alumno traza las lineas de la figura 4 y, mas o menos ayudado por
el profesor, elige las letras de la figura.

— Cudl es la hipétesis? Le ruego que la formule empleando su no-
tacion.

Cl
A'{
\\\
Bl
C
A )
B

FiG. 4
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—A, B, C no estin en el mismo plano que A’, B/, C’. Se tiene A B
A" B, AC||A’C’. Ademis, AB tiene la misma direccién que A’B’, y AC la
misma direccidén que A’C”.

—¢Cuadl es la conclusion?

L BAC= & BAC

—OQbserve bien la conclusion y trate de pensar en algin teorema que
le sea familiar y que tenga la misma conclusion o una conclusién similar.

—3Si dos tridngulos son iguales, sus angulos correspondientes son
iguales.

—Muy bien. He aqui, pues, un teorema relacionado con el propuesto
y que ha sido demostrado ya. ;Puede usted emplearlo?

—Creo que si, pero no veo bien cémo.

——cLe haria falta introducir un elemento auxiliar para poder utilizarlo?

—Veamos. El teorema que usted ha enunciado tan bien se refiere a
triangulos, una pareja de triangulos iguales. ;En la figura dispone de tridn-
gulos?

—No, pero puedo hacer que figuren. Uniendo By C, B’ y C’. Se
tienen entonces dos triangulos. A4 BCy AA’B'C’.

—Perfecto, pero, ;de qué servirin esos triangulos?

—Para demostrar la conclusidn, es decir, que < BAC = 4 B’ A’'C".

—Bien. Si es eso lo que quiere usted demostrar, ;qué tipo de triangulos
necesita?

—Triangulos iguales. Si, claro esta, yo puedo elegir B, C, B’, C’ tal que

AB=A'B,y AC=4C
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—Muy bien. Y ahora, ;qué quiere demostrar?
—Quiero demostrar que los tridngulos son iguales:

AABC=AABC

Si lo puedo demostrar, la conclusion ¢ BAC = &« B A’ C’ sigue in-
mediatamente.

—Muy bien, Ahora se propone un nuevo fin, busca una nueva con-
clusién. Observe bien la conclusién y trate de pensar en algin teorema que
le sea familiar y que tenga la misma conclusién o una conclusion similar.

—Dos tridngulos son semejantes si los tres lados de uno scn respecti-
vamente iguales a los tres lados del otro.

—Bien. No podia elegir mejor. Asi pues, be agui de nuevo un teorems
que se relaciona al propuesto y que ya ha demostrado. ;Puede usted uti-
lizarlo?

—Si, si supiese que BC = B’ C".

—Exacto. (Cuél es pues su propdsito?

—Demostrar que BC = B'C”.

— Trate de recordar algin teorema que le sea familiar y que tenga la
misma conclusién o una conclusion similar.

—Conozco un teorema que termina diciendo: ... entonces los dos
segmentos son iguales”, pero no conviene en este caso.

—Le haria falta introduciv algin elemento auxiliar para poder em-
plearlo?

—Veamos, ;cémo podria usted demostrar que BC = B’C” dado el caso
que no existe relacién en la figura entre BC'y B'C”?

—Ha empleado usted la hipdtesis? ;Cudl es la hipdtesis?

—Suponemos que A B || A" B, AC || A C’. Si, claro estd; debo em-
plearla.

—Ha empleado toda la hipdtesis? Dice usted que A B||A’B’. ;Es todo
lo que sabe acerca de estas lineas?

—No. A B también es igual a A’ B’ por construccién. Esos segmentos
son paralelos e iguales entre si. Al igual que A C'y A’ Ge

—Dos segmentos paralelos y de igual tamafio; una interesante configu-
racion. ;Se le ha presentado antes?

—Si, claro estd: el paralelogramo. Uniendo A con A’, B con By C
con C".

—La idea no es mala. ;Cudntos paralelogramos tiene usted ahora en
la figura? -

—Dos. No, tres. No, dos. Quiero decir que hay dos que se pueden
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demostrar inmediatamente que son paralelogramos. Hay un tercero que
parece serlo. Espero poder demostrar que, en efecto, lo es y asi la demos-
tracién quedara concluida.

De las respuestas precedentes podiamos suponer que el alumno era
inteligente; pero, después de esta tltima observacién no hay duda de ello.

Este alumno ha sido capaz de adivinar un resultado matemitico y de
establecer una distincién nitida entre el hecho de adivinar y el de demos-
trar. Ha comprendido también que lo que se adivina puede ser mis o
menos plausible. Ha sacado realmente un cierto provecho de sus cursos de
matematicas; tiene una cierta experiencia prictica de la manera como con-
viene resolver problemas; puede concebir y explotar a fondo una buena idea.

20. Problema de rapidez de variacién. Se vierte agua en un reci-
piente de forma cénica con una rapidez r. El recipiente en forma de cono
de base horizontal tiene el vértice dirigido hacia abajo; el radio de la base
del cono es a, su altura b. Determinar la velocidad a la que la superficie del
agua se eleva cuando la profundidad del agna esy. Después, obtener el va-
lor numérico de la incognita, suponiendo que a =4 dm, b =3 dm,
t =2 dm?® por minuto yy =1 dm.

Se supone que los alumnos conocen las reglas méas elementales de dife-
renciacién y la nocién de “rapidez de variacién’.

—Cudles son los datos?

—El radio de la base del cono, 2 = 4 dm; la altura del cono, 4 = 3 dm;
la rapidez con que el agua se vierte en el recipiente * = 2 dm® por minuto,
y la profundidad del agua en un cierto momento, y = 1 dm.

Fic. 6

—Exacto. El enunciado del problema parece sugerir que sedeben dejar
de lado, provisionalmente, los valores numéricos y razonar con las letras,
expresando la incégnita en funcién de 4, &, » y 3, y al final solamente,
tras de obtener la expresién algebraica de la incognita, sustituir los valores
numéricos. Adoptemos esta sugerencia. ;Cudl es la incégnita?
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—La velocidad a la que se eleva la supetficie del agua cuando la pro-
fundidad es y.

—Es decit, Jpuede usted expresarlo en otros términos?

—La velocidad con que aumenta la profundidad del agua.

— Nuevamente, ;puede usted enunciar el problema en forma diferente?

—La rapidez de variacién de la profundidad del agua.

—Exacto: la rapidez de variacién de y. Pero, ;qué es la rapidez de
variacién? Considere usted la definicién.

—La derivada de una funcién representa la rapidez de variacion.

— Correcto. Ahora bien, ¢y es una funcién? Como ya lo hemos dicho,
no nos ocuparemos de su valor numérico. ;Puede imaginar que y varia?

—Si, y, la profundidad del agua, aumenta a medida que pasa el tiempo.

—Por lo tanto, ;y es funcién de qué?

—Del tiempo ¢.

—Bien. Introduzca una notacién apropiada. ;Como expresatia usted
la “rapidez de variacién de y” por medio de simbolos matematicos?
dy
dr’

— Bien, He ahi, pues, su incégnita. Le hace falta expresarla en térmi-
nos de a, b, r y 3. De hecho, uno de estos datos es una rapidez de vatiacién:
scual de ellos?

—r, que representa la cantidad de agua que cae en el recipiente du-
ranfe un tiempo dado.

—Puede decitlo en otra forma?

— es la rapidez de variacion del volumen de agua en el recipiente.

—Es decit, spuede enunciarlo nuevamente en forma diferente?; ;c6mo
podria escribirlo con una notacién apropiada?

av
dt
—Quées?
-—EI volumen de agua que hay en el recipiente en el instante 7.
. . d > av
—Bien. Asi pues, tiene que expresar Ti’ en términos de ¢, b, —, , .
di di

¢Como va usted a tratar de hacerlo?

—Si no puede resolver el problema, trate de resolver, primero, un pro-
blema relacionado. Si no ve la relacién entre ;z'% y los datos, trate de que

aparezca alguna relacién mds sencilla que podria servitle de punto de
partida.
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—¢No ve usted que existen otras relaciones? Por ejemplo, ¢y y I/ son
independientes una de otra?
—No. Cuando y aumenta, I/ debe aumentar también.
—Asi hay una relacién. ;Cual es, pues?
—Pues que I es el volumen del cono cuya altura es y. Pero desconozco
el radio de la base.
—Sin embargo, puede tenerlo en cuenta. Déle un nombre cualquiera, x
por ejemplo.
2
o o XY
3
—Exacto. Ahora, ;qué sabe usted de x? ;Es independiente de y?
—No. Cuando la profundidad del agua, y, aumenta, el radio de la
superficie variable x aumenta también.
—Asi pues, hay una relacién. ;Cudl es ésta?
—Si, claro, hay tridngulos semejantes:

x:y = a:b
—7Una relacién mas, ;ve usted? No hay que desaprovecharla. No ol-
vide que usted queria conocer la relacién existente entre 1y y.
—Se tiene
49,
T
_ ma?y?
T
—Muy bien. Esto me parece un buen punto de partida. ;Qué le parece

a usted? Pero no olvide su propésito. ;Cudl es la incégnita?

dy
dt
. > dy dvV .
—Tiene que encontrar una relacion entre /T y otras cantidades.

—Aqui tiene una entre y, /' y otras cantidades. ;Qué hacer?
—Pues claro, diferenciando se tiene
AV maty: dy
dr bt dr
He ahi la solucién.
—Perfecto. Y, ¢para los valores numéricos?
——Si4:4,b:3,~gl—:r-2,y:l,entonces
_ w X 16 X 1 dy
a 9 dt’



2a. Parte

Como resolver un problema

Un dialogo






Familiarizarse con el problema

¢Por dénde debo empezar? Empiece por el enunciado del problema.

¢Qué puedo hacer? Trate de visualizar el problema como un todo, tan
claramente como pueda. No se ocupé de log detalles por el momento.

¢Qué gano haciendo esto? Comprenderé el problema, se familiarizara
con él, grabando su propésito en su mente. La atencién dedicada al pro-
blema puede también estimular su memoria y prepararla para recoger los
puntos importantes.

Trabajar para una mejor comprension

¢Por dénde debo empezar? Empiece de nuevo por el enunciado del pro-
blema. Empiece cuando dicho enunciado resulte tan claro y lo tenga tan
bien grabado en su mente que pueda usted perderlo de vista por un mo-
mento sin temor de perderlo por completo.

¢Qué puedo hacer? Aislar las principales partes del problema. La hi-
potesis y la conclusidén son las pfincipales partes de un “problema por
demostrar”; la incégnita, los datos y las condiciones son las principales
partes de un “‘problema por resolver”. Oclpese de las partes principales del
problema, considérelas una por una, reconsidérelas, considérelas después
combinéndolas entre si, estableciendo las relaciones que puedan existir en-
tre cada detalle y los otros y entre cada detalle y el conjunto del problema.

cQué gano haciendo esto? Esté usted preparando y aclarando detalles
que probablemente entrarin en juego mis tarde.

En busca de una idea 1til

¢Por dénde debo empezar? Empiece por considerar las partes princi-
pales del problema. Empiece cuando dichas partes estén, por usted, clara-
mente dispuestas y concebidas, gracias a su trabajo previo, y cuando consi-
dete que su memoria “responde”.

¢Qué puedo hacer? Considere el problema desde vatios puntos de vista
y busque puntos de contacto con sus conocimientos previamente adquiridos.

Considere el problema desde varios puntos de vista. Subraye las dife-
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rentes partes, examine los diferentes detalles, examine los mismos detalles
repetidamente, pero de modo diferente, combine entre si los detalles de
diversos modos, abérdelos por diferentes lados. Trate de ver algin nuevo
significado en cada detalle, alguna nueva interpretacién del conjunto.

Busque puntos de contacto con sus conocimientos previamente adqui-
ridos. Trate de acordarse de lo que le ayudé en el pasado ante circunstan-
cias andlogas. Trate de reconocer algo familiar en lo que examina y de
encontrar algo util en lo que reconoce.

cQué puedo encontrar? Una idea que le sea til, quizd una idea deci-
siva que le muestre de golpe cémo llegar a la solucién misma del problema.

¢Como puede ser itil una idea? Haciéndole ver el conjunto del razona-
miento o una parte de él. Le sugiere mis o menos claramente cémo puede
proceder. Las ideas son mis o menos terminantes. Es ya una suerte tener
una idea sea cual fuere ésta.

(Qué puedo hacer con una idea incompleta? La debe considerar. Si
parece ventajosa, la debe considerar mas a fondo. Si parece digna de con-
fianza, usted debe averiguar hasta dénde le puede llevar y debe reconside-
rar la situacién. La situacién ha cambiado gracias a su idea util. Considere
la nueva situacién desde varios puntos de vista y busque puntos de contacto
con sus conocimientos adquiridos anteriormente.

(Qué gano haciendo esto nuevamente? Puede usted tener la suerte de
encontrar alguna otra idea. Quizé su nueva idea lo conduzca directamente
al camino de la solucién. Quizd requiera usted alguna idea mas. Quizi,
incluso, alguna de estas ideas le desvia a usted del camino correcto. No
obstante, usted debe de alegrarse por toda nueva idea que surja, también
por las de poca importancia o confusas, y también por las ideas suplemen-
tarias que afiadan alguna precisién a una idea confusa o permitan la correc-
cién de una idea menos afortunada. Incluso si, por un cierto tiempo, no se
le presenta una nueva idea verdaderamente buena; considérese afortunado
si su concepcibén del problema se torna mis completa o mas coherente, més
homogénea o mejor equilibrada.

Ejecucién del plan

¢Por dénde debo empezar? Empiece por la feliz idea que le conduce
a la solucién. Empiece cuando esté seguro de tener el correcto punto de
partida y esté seguro de poder suplir los detalles menores que pueden
necesitarse.

¢Qué puedo hacer? Aseglrese de que tiene la plena comprension del
problema. Efectie en detalle todas las operaciones algebraicas o geomé-
tricas que previamente ha reconocido como factibles. Adquiera la convic-
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cién de la exactitud de cada paso mediante un razonamiento formal o por
discernimiento intuitivo o por ambos medios, si es posible. Si su problema
es muy complejo, usted puede distinguir “grandes” pasos y “‘pequefios”
pasos, estando compuesto cada gran paso de varios pequefios. Compruebe
primero los grandes pasos y después considere los menores.

(Qué gano haciendo esto? Una presentacién de la solucién para la cual
la exactitud y correccién de cada paso no ofrece duda alguna.

Visién retrospectiva

¢Por donde debo empezar? Por la solucibén, completa y correcta en todos
sus detalles.

¢Qué puedo hacer? Considerar la solucién desde varios puntos de vista
y buscar los puntos de contacto con sus conocimientos previamente ad-
quiridos.

Considere los detalles de la solucién y trate de hacerlos tan sencillos
como pueda; reconsidérelos mas extensamente y trate de condensarlos; trate
de abarcar de un vistazo la solucién completa. Trate de modificar, en bene-
ficio de ellas, tanto las partes principales como las secundarias; trate de
mejorar la solucién en su conjunto de tal modo que se adivine por si misma
y que quede grabada, en forma natural, en el cuadro de sus conocimientos
previos. Examine atentamente el método que le ha llevado a la solucién,
trate de captar su razén de ser y trate de aplicarlo a otros problemas. Exa-
mine atentamente el resultado y trate igualmente de aplicarlo a otros
problemas.

cQué gano haciendo esto? Puede encontrar una solucién mejor y dife-
rente, descubrir nuevos hechos interesantes. En todo caso, si toma el hébito
de reconsiderar las soluciones y examinarlas muy atentamente, adquiere
usted una serie de conocimientos correctamente otrdenados, utilizables en
cualquier momento, a la vez que desarrolla su aptitud en la resolucién de
problemas.






3a. Parte

Breve diccionario de heuristica






Aficién a los problemas

El aficionado a resolver problemas se plantea con frecuencia a si mismo
preguntas similares a las que ofrece nuestra relacién de temas. Quiza des-
cubre por si mismo preguntas de ese tipo o, habiendo oido hablar de ellas,
halla directamente el uso que conviene hacer de dichas preguntas. Puede
darse el caso que no esté consciente en lo absoluto de que esta repitiendo
siempre la misma pregunta. O bien esa pregunta es su preferida: sabe que
forma parte de la actitud mental adecuada durante tal o cual fase del trabajo
y tiene la costumbre de provocar la actitud correcta planteando la pregunta
correcta.

Este aficionado a resolver problemas puede encontrar las preguntas y
sugerencias de nuestra lista de gran utilidad. Le pueden permitir compren-
der perfectamente las explicaciones y los ejemplos que las ilustran, pueden
permititle sospechar el uso correcto de ellas; pero no logrard una completa
comprensién a menos de encontrar en su propio trabajo el proceso que la
pregunta trata de provocar. Debe experimentar su utilidad descubriendo
en lo que le puede ser util personalmente.

El aficionado a resolver problemas debe estar preparado a plantearse
todas las preguntas de la lista, pero no debe plantearse ninguna si no le
conduce a ello un atento examen del problema que se estudia, y si no estima
que debia planteirsela. De hecho debe reconocer él mismo si la presente
situacién es parecida a alguna otra en la que ha podido aplicar la misma
pregunta con éxito.

Tratard pues, ante todo, de comprender el problema de un modo tan
completo y claro como sea posible. Pero esto no basta. Debe concentrarse
en el problema y desear ansiosamente su solucion. Si no puede hacer nacer
el desco real de resolverlo, mas vale abandonarlo. El secreto del éxito real
radica en entregarse al problema en cuerpo y alma.

Analogia

La analogia es una especie de similitud. Objetos semejantes concuerdan
unos con otros en algunos aspectos mientras que objetos andlogos concuer-
dan en ciertas relaciones entte sus respectivos elementos.
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1. Un paralelogramo rectangular es analogo a un paralelepipedo rec-
tangular. De hecho, las relaciones entre los lados del paralelogramo son
semejantes a las que existen entre las caras del paralelepipedo.

Cada lado del paralelogramo es paralelo 2 uno solo de los otros lados y
perpendicular a los lados restantes.

Cada cara del paralelepipedo es paralela a una sola de las otras caras y
perpendicular 2 las caras restantes.

Consideremos como “elemento limite” el lado del paralelogramo y
como “‘elemento limite” la cara del paralelepipedo. Podemos entonces redu-
cir las dos consideraciones anteriores 2 una sola que se aplique a ambas
figuras.

Cada elemento limite es paralelo 2 uno solo y perpendicular a los res-
tantes elementos limites.

Asi pues, hemos expresado ciertas relaciones comunes a los dos siste-
mas de objetos que hemos comparado, a saber, los lados del rectingulo y
las caras del paralelepipedo rectangular. La analogia de dichos sistemas
consiste en la comunidad de relaciones.

2. La analogia ocupa todo nuestro modo de pensar, tanto nuestras
cotidianas conversaciones y nuestras mas banales conclusiones como los
medios de expresi6én artistica y las mds altas realizaciones cientificas. Asi,
pues, se emplea en los mas diferentes niveles.

Con frecuencia el vulgo emplea analogias vagas, ambiguas, incomple-
tas 0 no del todo claras, pero la analogia puede alcanzar el nivel de la
precisién matematica. Todo género de analogia puede jugar un papel en
el descubrimiento de la solucién, por ello no debemcs descuidar ninguno.

3. Debemos considerarnos felices cuando, tratando de resolver un
problema, logramos descubrir un problema andlogo mis sencillo. En la
seccién 15, nuestro problema primitivo concernia a la diagonal de un para-
lelepipedo rectangular; el estudio de un problema anilogo més sencillo
que trataba de la diagonal de un rectingulo nos llevé a la solucién del
problema primitivo. Vamos a examinar otro caso del mismo género. Tene-
mos que resolver el siguiente problema.

Encontrar el centro de gravedad de un tetraedro homogéneo.

Si no se tiene ninguna nocién del calculo integral y pocos conocimien-
tos de fisica, el problema no es nada ficil; era un problema cientifico muy
serio en tiempos de Arquimedes o de Galileo. Asi pues, si deseamos resol-
verlo utilizando un minimo de conocimientos previos, nos hace falta buscar
un problema andlogo mds sencillo. El correspondiente problema de geome-
tria plana se presenta por si mismo.

Encontrar el centro de gravedad de un triangulo homogéneo.

Ahora debemos responder a dos preguntas en lugar de una. Pero ello
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puede resultar mas facil —a condicién de establecer entre las dos una rela-
cién adecuada.

4. Descartemos, por el momento, el problema primitivo del tetraedro
y concretémonos al problema analogo, mas sencillo, concerniente al trian-
‘gulo. Para resolverlo debemos tener algunas nociones sobre los centros de
gravedad. El siguiente principio es plausible y se presenta naturalmente por
si mismo.

Si un sistema de masas S consta de elementos cuyos centros de gravedad
se hallan todos sobre un mismo plano, el plano contiene igualmente el cen-
tro de gravedad del conjunto del sistema S.

Este principio nos proporciona todo lo que necesitamos en el caso del
tridngulo. En primer lugar, implica que el centro de gravedad del triangulo
esta situado en el plano del mismo. Podemos entonces considerar al tridn-
gulo como compuesto de fibras (bandas muy delgadas, paralelogramos
“infinitamente estrechos™) paralelos a uno de los lados del triangulo (el
lado AB en la fig. 7). El centro de gravedad de cada fibra (o de cada
paralelogramo) es, desde luego, su punto medio, y todos estos centros estin
situados sobre la linea que une el vértice C al punto medio M de AB
(ver fig. 7).

Todo plano que pase por la mediana CM del tridngulo contiene todos
los centros de gravedad de las fibras paralelas que constituyen el tridngulo.

C
/ 4 /
/ 4 _/
o 4 /
L A )
A M B
Fic. 7

Asi pues, llegamos a la conclusion de que el centro de gravedad del tridn-
gulo completo esta situado sobre esta misma mediana. Ahora bien, como
del mismo modo puede estar situado sobre las otras dos medianas, el centro
de gravedad serd, forzosamente, e/ punto de interseccidn comdin a las ires
medianas.

Es conveniente verificar entonces, por geometria pura, independiente-
mente de toda hipétesis mecinica, que las tres medianas son, en efecto, con-
currentes.
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5. Después del caso del tridngulo, el del tetraedro es relativamente
ficil. Ya hemos resuelto ahora un problema anédlogo al que se nos habia
propuesto y, por consiguiente, tenemos un modelo a seguir.

Al resolver el problema anilogo que nos sirve ahora de modelo, hemos
supuesto el triingulo ABC compuesto de fibras paralelas a uno de sus lados
AB. Ahora vamos a suponer que el tetraedro ABCD se compone de fibras
paralelas a su arista AB.

Los puntos medios de las fibras que constituyen el tridngulo estin si-
tuados sobre la mediana que une el punto medio M del lado AB con el
vértice opuesto C. Los puntos medios de las fibras que constituyen el tetrae-
dro estin situados sobre el plano que une el punto medio M de la arista
AB con la arista opuesta CD (ver fig. 8); podemos llamar a dicho plano
MCD, plano mediano del tetraedro.

En el caso del tridngulo, teniamos tres medianas, cada una de las cuales
debia contener al centro de gravedad del tridngulo. Esas tres medianas de-

D

A M B
FiG. 8

bian, pues, concurrir en un punto que era precisamente el centro de gra-
vedad.

En el caso del tetraedro, tenemos seis planos medianos, tales como
MCD, uniendo el punto medio de cada arista a la arista opuesta, cada
uno de los cuales contiene al centro de gravedad del tetraedro. Por lo tanto,
esos seis planos deben concurrir en un punto que es precisamente el centro
de gravedad buscado.

6. Hemos, pues, resuelto el problema del centro de gravedad del te-
traedro homogéneo. Para completar nuestra solucién, es conveniente veri-
ficar, por medio de la geometria pura e independientemente de toda consi-
deracién mecanica, el hecho de que los seis planos medianos son, en efecto,
concurrentes.

Al resolver el problema del centro de gravedad del tridngulo homo-
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géneo, habiamos ya indicado que convenia, a fin de completar nuestra so-
lucién, verificar que las tres medianas eran, en efecto, concurrentes. Este
problema era analogo al del tetraedro, pero visiblemente mis sencillo.

Podemos nuevamente utilizar, para resolver el problema relativo al te-
traedro, el problema andlogo concerniente al tridngulo (que podemos su-
poner aqui como resuelto). En efecto, considérense los tres planos media-
nos que pasan por las tres aristas DA, DB, CD, partiendo del véttice D;
cada uno de ellos pasa igualmente por el punto medio de la arista opuesta
(el plano mediano que pasa por DC pasa igualmente por M; véase fig. 8).
Ahora bien, esos tres planos medianos intersectan al plano del tridngulo
ABC sobre las tres medianas de dicho tridngulo. Estas tres medianas pasan
por el mismo punto (este es el resultado del problema anilogo mis sen-
cillo) y dicho punto, como el punto D, es comin a los tres planos media-
nos. La recta que une los dos puntos comunes es comin a los tres planos
medianos.

Hemos demostrado que 3 de los 6 planos medianos que pasan por el
vértice D tienen una recta comin. Lo mismo debe ser cierto para los 3 pla-
nos medianos que pasan por A como para los 3 planos medianos que pasan
por By para los 3 que pasan por C. Estableciendo entre estos diversos he-
chos una relacién adecuada, podemos demostrar que los 6 puntos medianos
tienen un punto comin. (Los 3 planos medianos que pasan por los lados
del trisngulo ABC determinan un punto comin y 3 lineas de interseccion
que se cortan en dicho punto. Ahora bien, segin lo que acabamos de
demostrar, por cada linea de interseccién debe pasar otro plano mediano.)

7. En los parrafos 5y 6 nos hemos valido de un problema anilogo
mis sencillo, concerniente al tridngulo, para resolver un problema acerca
del tetraedro. No obstante, los dos casos difieren en un punto importante.
En el pirrafo 5 hemos empleado e/ método de un problema anilogo mas
sencillo, del cual hemos copiado la solucién punto por punto. En el pa-
rrafo 6 hemos empleado e/ resultado del problema anilogo mis sencillo, sin
preocuparnos del modo como se habia obtenido dicho resultado. A veces
se puede utilizar a la vez el método y el resultado del problema anilogo
més sencillo. Nuestro precedente ejemplo es una prueba de ello, pero a
condicién de considerar los parrafos 5 y 6 como elementos diferentes de
la solucién de un mismo problema.

Nuestro ejemplo es tipico. Para resolver un problema que se nos plan-
tea, podemos con frecuencia utilizar la solucién de un problema analogo
més sencillo, ya sea utilizando su método o su resultado o ambos a la vez.
Naturalmente, en ciertos casos dificiles, se pueden presentar complicacio-
nes que no han sido mostradas en nuestro ejemplo. En patticular la solucién
del problema anilogo no siempre puede emplearse de inmediato para re-
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solver el problema primitivo. Conviene, entonces, reconsiderar la solucidn,
transformarla y modificatla, buscar otras formas de la misma, hasta que se
encuentre una que pueda ser extensiva al problema original.

8. Es conveniente, prever el resultado o al menos algunas de sus carac-
teristicas, que sean mis o menos plausibles. Este tipo de previsiones se
basan con frecuencia en la analogia.

Asi, podemos saber que el centro de gravedad de un tridngulo homo-
géneo coincide con el de sus tres vértices (es decir, de los tres puntos ma-
teriales de igual masa colocados en los vértices del tridangulo). Sabiendo
esto, podemos conjeturar que el centro de gravedad del tetraedro homoge-
neo coincide con el de sus cuatro vértices.

Esta hipétesis es una “inferencia por analogia”. Sabiendo que el tridn-
gulo y el tetraedro son parecidos en muchos aspectos, podemos conjeturar
que se patecen en un aspecto mas. Seria absurdo confundir la plausibilidad
con la certidumbre de tales conjeturas, pero no prestarles atencién seria
igualmente absurdo o incluso mas.

La inferencia por analogia parece ser el tipo de conclusién més comin
y sin duda alguna el mis 1til. Proporciona hipétesis mas o menos plausi-
bles, que la experiencia o un estricto razonamiento podrin quizé confirmar.
El quimico que experimenta sobre animales los remedios destinados a los
humanos deduce sus conclusiones por analogia. Pero era también lo que
hacia un nifio conocido mio. Cuando llevaban al veterinario a su perro
favorito, el nifio pregunté:

—;Qué es un veterinario?

—El médico de los animales.

—;Qué clase de animal es el médico de los animales?

9. La conclusién por analogia sacada de un gran nimero de casos
paralelos es mas s6lida que la conclusién deducida de casos menos nume-
rosos. Sin embargo, la calidad es aqui también més importante que la can-
tidad. Analogias precisas tienen mas peso que vagas similitudes, ejemplos
sistematicamente clasificados cuentan mais que una fortuita coleccién de
€asos.

En el precedente parrafo 8, hemos adelantado una hipétesis sobre el
centro de gravedad del tetraedro. Dicha hipétesis se apoyaba en la analo-
gia: el caso del tetraedro es analogo al del tridngulo. Podemos reforzarla
mediante el examen de otro caso anilogo, el de una varilla homogénea (es
decir, un segmento de recta de densidad uniforme).

La analogia entre:

segmento triangulo tetraedro

tiene numerosos aspectos. Un segmento estd comprendido en una recta, un
triangulo en un plano, un tetraedro en el espacio. El segmento de recta es
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la figura més simple de una dimensién, el tridngulo es el poligono mas
simple, el tetraedro es el poliedro mis simple.

El segmento tiene dos elementos limites de dimensién cero (sus dos
extremos) y su interior es de una dimensién.

El triangulo tiene tres elementos limites de dimensién cero (3 vérti-
ces), 3 elementos limite de una dimensién (3 lados) y su interior es de
dos dimensiones.

El tetraedro tiene 4 elementos limite de dimensién cero (4 vértices),
6 de una dimensién (6 aristas), 4 de dos dimensiones (4 caras), y su inte-
rior es de tres dimensiones.

Dichos nimeros se pueden agrupar en una tabla. Los nimeros en co-
lumna representan los elementos de dimensién cero, de una, de dos y de
tres dimensiones; los nimeros en renglones corresponden, respectivamente,
al segmento, al tridngulo y al tetraedro:

2 1
2 Bl i
4 6 4 1

Por poco que estemos familiarizados con las potencias del binomio,
nos sera facil reconocer en estos nimeros una seccion del tridngulo de Pas-
cal. Encontramos una notable regularidad en el segmento, el tridngulo y
el tetraedro.

10. Si la experiencia nos muestra que los objetos que hemos compa-
rado estin estrechamente relacionados entre si, “inferencias por analogia”,
como la que sigue, pueden parecernos tener un valor incontestable.

El centro de gravedad de un segmento de recta homogéneo coincide
con el de sus dos puntos extremos. El centro de gravedad de un tridngulo
homogéneo coincide con el de sus tres vértices. ;Por qué no sospechariamos
que el centro de gravedad de un tetraedro homogéneo coincide con el de
sus cuatro vértices?

Por otra parte, el centro de gravedad de un segmento de recta homo-
géneo divide la distancia entre sus dos puntos extremos segiin la razén 1:1.
El centro de gravedad de un tridngulo divide la distancia entre uno de sus
vértices y el punto medio del lado opuesto segtn la razén 2:1. ;Cémo no
sospechar que el centro de gravedad de un tetraedro homogéneo no divida
a la distancia entre uno de sus vértices-y el centro de gravedad de la cara
opuesta segin la razén 3:1?

Parece inverosimil que las hipétesis sugeridas por estas cuestiones sean
falsas, que una tan bella regularidad se destruya. El sentimiento de que
un orden armonioso y simple no podria ser engafioso guia al investigador
tanto en matematicas, como en las demas ciencias y encuentra su expresion
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en el adagio latino: simplex sigillum veri (la sencillez es el sello de la
verdad).

[Esta dltima constatacién nos sugiere extender nuestro razonamiento a
7 dimensiones. Patece poco probable que lo que es cierto para las tres pri-
meras dimensiones, para y = 1, 2, 3, deje de serlo para valores mayores
de 7. Esta hipétesis es una “inferencia por induccién”, ilustra el hecho de
que la induccidn estd naturalmente basada en la analogia. (Ver INDUCCION
E INDUCCION MATEMATICA, pigina 114.)

[11. Terminaremos la presente seccién considerando brevemente el
caso mis importante en el cual la analogia alcanza la precision de la idea
matematica.

I) Dos sistemas de elementos matemiticos S y §” tienen entre si una
dependencia tal que ciertas relaciones entre los elementos de § estin regidas
por las mismas leyes que rigen las relaciones correspondientes entre los ele-
mentos de 5.

Este género de analogia entre S y §” estd ilustrado por lo que hemos
tratado en el parrafo 1. Sean § los lados del rectingulo y §* las caras del
paralelepipedo rectangular.

IT) Los elementos de los dos sistemas § y §” se corresponden biunivoca-
mente bajo ciertas relaciones. Es decir, que si existe una relacién entre los
elementos de uno de los sistemas, la misma relacién debe existir entre
los elementos cotrespondientes del otro sistema. Este tipo de relacién
entre dos sistemas es un género muy particular de analogia; recibe el nom-
bre de isomorfismo (o isomorfismo holoedro).

IIT) Los elementos de dos sistemas S y S se corresponden entre si
de tal modo que un elemento de § corresponde a varios elementos de §
bajo ciertas relaciones. Este género de relacién (importante en diversas
ramas del estudio avanzado de matemiticas, en particular para la Teoria de
Grupos, pero que no podemos tratar aqui en forma detallada) recibe el
nombte de isomorfismo meroedro (u homomorfismo, siendo quizé mejor
término el de homeomorfismo). Se puede considerar el isomorfismo me-
roedro como otro tipo muy preciso de analogia. ]

Bolzano Bernardo (1781-1848), logista y matemético, dedicé una
extensa patte de su importante obra de 18gica, Wissenschaftslebre, al tema
de la heuristica (vol. 3, pags. 293-575). Escribe acerca de esta parte de su
obra: “No pretendo en lo absoluto presentar aqui ningtin procedimiento
de investigacién que no sea conocido desde hace tiempo de los hombres de
talento; no cteo que encuentren aqui nada completamente nuevo en la ma-
teria. Pero voy a esmerarme en asentar, en términos claros, las reglas y los
caminos de la investigacién seguidos por todo hombre capaz, aunque en la
mayoria de los casos los sigue sin tener plena conciencia de ello. Si bien
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ignoro si he tenido o no pleno éxito en esta empresa, guardo al menos la
ilusién que mi modesta contribucién sea del gusto de algunos y tenga apli-
caciones mds tarde.”

“Brillante idea”, asi como “buena idea”, son expresiones corrientes
de la posibilidad de un adelanto stbito hacia la solucién. (Véase PROGRESO
Y LOGRO, 6; pigina 160.) La ocurrencia de una brillante idea es una expe-
riencia familiar a todo el mundo, pero dificil de describir. Por ello nos pa-
rece interesante citar una sugestiva descripcién de ella, proporcionada inci-
dentalmente por una autoridad tan antigua como Aristételes.

Se convendri, en general, que el concebir una idea brillante es un “acto
de sagacidad”. Aristételes define “sagacidad” como sigue: “Sagacidad es
descubrir adivinando una relacién esencial en un lapso de tiempo inapre-
ciable. Asi, por ejemplo, si usted ve a alguien hablar de un cierto modo
a un hombre rico, usted puede adivinar instantineamente que la persona
esta tratando de conseguir dinero prestado. O bien, observando que la parte
brillante de la luna estd siempre frente al sol, usted puede de pronto saber
el porqué; esto es, porque la luna estd iluminada por la Juz del sol.” *

El primer ejemplo, sin ser malo, es un tanto trivial. No se requiere
mucha sagacidad para suponer algo de esta indole acerca de los ricos y el
dinero. La idea no es muy brillante. El segundo ejemplo, por el contrario,
es notable si hacemos un pequefio esfuerzo de imaginacién para situarlo
en su propio escenario.

Hay que tener presente que en tiempos de Aristételes habia que obser-
var el sol y las estrellas si se queria conocer la hora, ya que los relojes
no existian, y se tenfan que observar las fases de la luna si se queria viajar
de noche, dado que no habia alumbrado pablico. Se estaba, pues, en
aquel entonces muy familiarizado con el cielo que un habitante de la
ciudad de hoy en dia, y su natural inteligencia no estaba falseada por
la mediocre asimilacién de articulos periodisticos divulgando teorias astro-
némicas. Veian la luna como un disco plano, similar al disco del sol, pero
mucho menos brillante. Se han debido de asombrar de los incesantes cam-
bios de formas y de posiciones de la luna. Ocasionalmente la observaban
a la luz del dia, hacia el amanecer o hacia el ocaso, y descubrian “que el
lado brillante de la luna siempre est hacia el sol”, lo cual constituye para
ellos un respetable logro. Ahora conciben que los aspectos variantes de la
luna son parecidos a los de una pelota que fuese iluminada desde un lado
tal que la mitad permaneciese iluminada y la otra mitad oscura. De ahi la
concepcién del sol y de la luna no como discos planos, sino como cuerpos
redondos, uno dando y el otro recibiendo la luz. Se comprende entonces

* Traduccién ligeramente modificada del texto griego.



66 Breve diccionario de heuristica

la relacién esencial, se modifican sus anteriores concepciones instantinea-
mente, “en un lapso de tiempo inapreciable”. He ahi un stbito salto de la
imaginacién, una brillante idea, un destello de ingenio.

Condicion. Es la parte principal de un “problema por resolver”.
(Véase PROBLEMAS POR RESOLVER, PROBLEMAS POR DEMOSTRAR, 3; pi-
gina 161. Véase también TERMINOS ANTIGUOS y NUEVOS, 2; pigina 191.)

Una condicién se dice redundante si contiene elementos superfluos. Se
dice contradictoria cuando sus elementos se oponen unos a otros y son in-
compatibles de tal suerte que ningin objeto puede satisfacer la condicion.

Asi por ejemplo, si una condicién se expresa por un nimero de ecua-
ciones lineales mayor que el nimero de las incégnitas, puede ser redun-
dante o contradictoria. Por el contrario, si la condicién se expresa por un
nimero menor de ecuaciones que de incdgnitas, es insuficiente para deter-
minar las incégnitas. Por altimo, si la condicién se expresa por igual nu-
mero de ecuaciones como de incégnitas, es en general suficiente para de-
terminar las incOgnitas, pero puede, en ciertos casos excepcionales, ser
contradictoria o insuficiente.

¢Conoce algin problema que se relacione con el suyo? Es prictica-
mente imposible imaginar un problema completamente nuevo, que no se pa-
rezca en nada a otro 0 que no tenga ningan punto en comin con un pro-
blema anteriormente resuelto; por lo demds, si un tal problema existiese
seria insoluble. De hecho, cuando resolvemos un problema, debemos siem-
pre valernos de los que ya hemos resuelto, valernos de sus resultados, del
método empleado o de la experiencia adquirida al resolverlos. Y, claro esta,
los problemas de los cuales nos valemos estaran en algin modo relaciona-
dos al que nos ocupa. De ahi la pregunta: ;Conoce algin problema que se
relacione con el suyo?

En general, no se tiene ninguna dificultad en recordar problemas ya
resueltos que estin mds o menos relacionados con el propuesto. Poy el con-
trario, la dificultad estriba en que, encontrindose muchos, resulta dificil
elegir el que sea realmente til. Debemos buscar los que estén intimamente
ligados al problema por resolver; hay que MIRAR BIEN LA INCOGNITA, 0
buscar un problema ya resuelto que esté ligado al nuestro por medio de la
GENERALIZACION, PARTICULARIZACION 0 ANALOGIA.

La finalidad de la pregunta que aqui tratamos es lograr la movilizacién
de los conocimientos anteriormente adquiridos (PROGRESO Y LOGRO, 1).
Una parte esencial de nuestros conocimientos mateméticos la retenemos en
la memoria en forma de teoremas ya demostrados. De ahi la pregunta:
¢Conoce algin teorema que le pueda ser #til? Esta pregunta puede ser par-
ticularmente 1til en el caso de un “problema por demostrar”, es decir,
cuando hay que demostrar o refutar un teorema propuesto.
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Contradictorio. Véase CONDICION.

Corolario. Es un teorema que se determina ficilmente y que se de-
duce del examen de otro teorema que se acaba de demostrar, La palabra
proviene del latin; una traduccién literal seria “prima” o “propina”.

¢Cual es la incognita? ;Qué se pide?; ;qué se quiere determinar?;
¢qué se le pide que busque?

¢Cudles son los datos? ;Qué elementos le dan?; ;de qué dispone?

¢Cudl es la condicién? ;Por medio de qué condicién estin relacionadas
la incégnita y los datos?

Estas preguntas debe plantearlas el profesor a fin de saber si el enun-
ciado de un problema ha sido comprendido; el alumno debe ser capaz de
responder a ellas claramente. Ademas, estas preguntas atraen la atencidn
del alumno sobre las partes principales de un “problema por tesolver”, so-
bre la incdgnita, los datos, la condicién. Como puede ser necesaria la re-
petida consideracién de estas partes, es conveniente repetir con frecuencia
esas preguntas en todas las fases de la solucién. (Véanse los ejemplos de las
secciones 8, 10, 18, 20; PLANTEO LA ECUACION, 3, 4, paginas 145-146;
PROBLEMAS PRACTICOS, 1, pigina 163; ENIGMAS, pigina 85.)

Estas preguntas son de la mayor importancia para todo aquel que tenga
un problema por resolver. Le permiten medir su propia comprensién del
problema, concentrar su atencién sobre esta o aquella parte principal
del problema. La solucidén consiste esencialmente en relacionar la incog-
nita con los datos. Por ello, al resolver un problema, no se deben de perder
de vista en ningn momento dichos elementos y preguntarse: ;Cudl es la
incégnita?; ;cudles son los datos?

El problema puede tener numerosas incégnitas. La condicién puede
presentar diversas partes que deben considerarse por separado. Puede resul-
tar ventajoso el considerar los datos también por separado. En estos divet-
sos casos, conviene introducir ciertas modificaciones en las preguntas, como
por ejemplo: ;Cuiles son las incégnitas?; ;cudl es el primer dato?; ;cudl
es el segundo dato?; ;cudles son las diversas partes de la condicién?;
¢cudl es la primera clausula de la condicién?

Las principales partes de un “problema por demostrar” son la hipdtesis
y la conclusién, siendo las preguntas correspondientes: ;Cudl es la hipdte-
5i52; ¢endl es la conclusion? Aqui también podemos necesitar variar la ex-
presién verbal, modificar esas preguntas tan frecuentemente tiles, pregun-
tando por ejemplo: ;De qué hipédtesis parte usted?; ;cuales son las diversas
partes de su hipétesis? (Ejemplo en la seccién 19.)

Definicién. Definir un término es dar su significado en otros térmi-
nos que se suponen conocidos.

1. En matemiticas existen dos tipos de términos técnicos. Algunos se



68 Breve diccionario de heuristica

aceptan como términos primarios y no se les define. Otros se consideran
como términos derivados y se definen de un modo formal, es decir, que
se da su significado por medio de términos primitivos y de términos deti-
vados, pero previamente definidos. Asi pues, no se da una definicién
formal de nociones primarias tales como el punto, la recta, el plano.* Por
el contrario, se definen de un modo formal nociones tales como la “bisec-
triz de un 4ngulo”, la “circunferencia”, la “paribola”.

Podemos expresar como sigue la definicién de este altimo término: se
lama pardbola al lugar geométrico de los puntos que estdn a igual distan-
cia de un punto fijo y de una recta fija. El punto fijo recibe el nombre de
foco de la paribola, la recta fija su directriz. Se sobreentiende que todos los
elementos considerados estin en un plano fijo, y que el punto fijo (foco)
no se halla sobre la recta fija (directriz).

El lector puede no conocer el significado de los términos definidos:
paréabola, foco, directriz. Pero se supone que conoce el significado de todos
los otros términos, tales como el punto, la recta, el plano, distancia entre
dos puntos, fijo, lugar geométrico, etc.

2. Las definiciones dadas en los diccionarios no difieren mucho de
las definiciones matemiticas por su forma exterior, pero estin redactadas
bajo una idea diferente.

El autor de un diccionario se ocupa del sentido usual de las palabras.
Acepta, naturalmente, dicho sentido usual y lo establece lo més claramente
posible bajo la forma de una definicién.

El matematico, por el contrario, no se ocupa del sentido usual de sus
términos técnicos; al menos no es esta su preocupacién principal. Lo que
las palabras “circunferencia” o “pardbola” —o todo otro término técnico
del mismo género— pueden significar en el lenguaje coman y corriente,
no tiene gran importancia para él. La definicién matemaética crea el signi-
ficado matematico.

3. Ejemplo. Determinar el punto de interseccién de una recta dada y
una parabola cuyo foco y directriz son dadas.

Nuestro modo de abordar cualquier problema dependera del estado de
nuestros conocimientos. En el problema presente dependera principalmente
de los conocimientos que tengamos de las propiedades de la paribola. Si
conocemos bien la parabola, trataremos de utilizar nuestros conocimientos
y entresacar de ellos alguno Gtil: Conoce algiin teorema que le pueda ser

* A este respecto, las ideas han cambiado desde el tiempo de Euclides y sus dis-
cipulos, los cuales definian el punto, la recta y el plano. Sin embargo, estas “defi-
niciones” son poco formales, constituyen mais bien una especie de ilustraciones
intuitivas. Dichas ilustraciones, claro est4, son permitidas e incluso muy recomenda-
bles en la ensefianza.
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#il? ;Conoce algiin problema que se relacione al suyo? Si nuestros cono-
cimientos en Io que concierne a la paribola son limitados, el foco, la direc-
triz son términos mas blen molestos y, naturalmente, desearlamos desha-
cernos de ellos. (Cémo lograrlo? Oigamos el dlalogo entre el profesor y
el alumno discutiendo el problema propuesto. Ya han elegido una notacién
apropiada: P para uno cualquiera de los puntos de interseccién desconoci-
dos, F para el foco, d para la directriz, ¢ para la recta que intersecta a la
parébola.

—Cudl es la incégnita?

—EI punto P.

—Cudles son los datos?

—Las rectas ¢ y 4, y el punto F.

—Cudl es la condicién?

—P es un punto de interseccién de la recta ¢ y de la pardbola cuya
directriz es d y su foco F.

—~Correcto. S€ que no han tenido muchas ocasiones de estudiar la pa-
ribola, pero creo, sin embargo, que pueden decir lo que es una parabola.

—1La paribola es el lugar geométrico de los puntos equidistantes del
foco y de la directriz.

—Bien. Veo que recuerdan correctamente la definicién. Muy bien, pero
hay que saber también utilizarla: regrese a las definiciones. Conociendo la
definicién de la paribola, ;qué puede decir del punto P?

—P se halla en la paribola. Por lo tanto P estd a igual distancia de d
y de F.

—iMuy bien! Dibuje una figura.

FiG. 9

El alumno introduce en la figura 9 los segmentos PF y PQ, este Gltimo
perpendicular a 4.
—Ahora, spuede enunciar el problema en diferentes términos?
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—Puede enunciar la condicién del problema valiéndose de los seg-
mentos que acaba de introducir?

—P es un punto de la recta ¢ tal que PF = PQ.

—Bien, pero digalo en palabras. ;Qué es PQ?

—La perpendicular de P a 4.

—Bien. ;Puede ahora enunciar el problema en forma diferente? Pero,
por favor, trate de ser claro y conciso.

—Determinar un punto P sobre una recta ¢ dada, a igual distancia del
punto dado F y de la recta dada 4.

—Observe el progreso logrado desde el enunciado original del proble-
ma hasta este altimo. Aquél estaba lleno de términos técnicos, poco fa-
miliares: pardbola, foco, directriz; tenia un aire solemne, ampuloso. Ahora
no queda nada de esos términos. Ha simplificado usted el problema. |Bien
hecho!

4. Eliminacién de términos técnicos; tal es el resultado logrado en el
ejemplo precedente. Partimos de un enunciado que contenia varios de esos
términos (parabola, foco, directriz) para llegar finalmente a un nuevo
enunciado desprovisto de ellos.

Para poder eliminar un término técnico hay que conocer su definicién;
pero ello no basta, hay que emplearla. En el ejemplo precedente, no bas-
taba conocer la definicién de la paribola. El paso decisivo fue introducir
en la figura los segmentos PF y PQ, cuya igualdad estaba asegurada por la
propia definicién de la paribola. Ese es el proceso tipico. Se introducen
elementos apropiados en la concepcién del problema, Después, sobre la
base de la definicidn, se establecen relaciones entre los elementos introdu-
cidos. Si estas relaciones expresan completamente el significado del término,
hemos utilizado la definicién y, habiéndola utilizado, hemos eliminado el
término técnico.

El proceso que acabamos de describir puede llamarse el regreso a las
definiciones.

Volviendo a la definicién de un término técnico eliminamos dicho tér-
mino, pero introducimos en su lugar nuevos elementos y nuevas relaciones.
El cambio producido en nuestra concepcién del problema puede ser impot-
tante. De todas formas se obtendra un nuevo enunciado, alguna VARIACION
DEL PROBLEMA, pagina 193.

5. Definiciones y teoremas conocidos. Si conocemos la palabra “pa-
rabola” y tenemos una vaga idea de la forma de la curva, sin saber nada
mas acerca de ella, nuestros conocimientos son, en toda evidencia, insufi-
cientes para poder resolver el problema propuesto o cualquier otro relativo
a la parébola. ;Qué tipo de conocimientos se requieren para tal propdsito?

Se puede considerar que la geometria consiste en axiomas, en definicio-
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nes y en teoremas, La paribola no forma parte de los axiomas, los cuales
tratan solamente de términos primarios, tales como el punto, la recta, etc. . .
Toda argumentacién geométrica relativa a la paribola, la solucién de todo
problema que la concierne, implica ya sea a su definicién o algin teorema
que se aplique a ella. Asi pues, para resolver este tipo de problemas debe-
mos al menos conocer la definicién y mejor si conocemos ademas algunos
teoremas.

Lo que hemos dicho acerca de la paribola es cierto, por supuesto, de
toda nocién derivada. Cuando empezamos a resolver un problema donde
interviene una nocién de este género, no podemos saber de momento si
serd mejor emplear la definiciéon de esta nocién o un teorema que la con-
cierna; pero lo que es seguro es que tendremos que emplear lo uno o
lo otro.

Hay casos, sin embargo, donde no hay eleccién posible. Si sélo cono-
cemos la definicién de la nocién y nada mas, entonces estamos obligados a
emplearla. Si no sabemos mayor cosa aparte de la definicién, nuestras posibi-
lidades radican en ella y a ella nos debemos de reportar. Pero si conocemos
diversos teoremas aplicables a la nocién, si tenemos una grande experiencia
en su empleo, es posible que se nos ocurra un teorema apropiado que con-
cierna a dicha nocién.

6. Definiciones miltiples. La esfera se define usualmente como el lu-
gar geométrico de los puntos situados a una distancia dada de un punto
dado. (Los puntos se consideran ahora en el espacio, no restringidos a
un plano.) También se puede definir como la superficie engendrada por un
circulo que gira alrededor de uno de sus didmetros. Existen igualmente
otras definiciones de la esfera, y muchas otras serian posibles.

Cuando el problema por resolver concierne a alguna nocién derivada,
como la “esfera” o la “paribola” y queremos remitirnos a su definicién,
cabe la eleccién entre varias definiciones. Mucho puede depender entonces
de la eleccién de la definicién apropiada al caso.

Determinar la superficie de la esfera era un problema importante y
dificil en la época en que Arquimedes lo resolvié. Arquimedes tenia que
elegir entre las definiciones que acabamos de dar. Prefiri6 concebir la es-
fera como la superficie engendrada por un circulo girando alrededor de un
didmetro fijo. Inscribi6 en el circulo un poligono regular, de un némero
par de lados, dos de cuyos vértices opuestos se unian por el didmetro fijo
del circulo. El poligono regular se aproxima al circulo y, girando con él,
engendra una superficie convexa compuesta, por una parte de dos conos
cuyos vértices estin en los puntos extremos del didmetro fijo, y por otra
parte, entre los conos, de varios troncos de cono. Esta superficie compuesta
iguala aproximadamente la de la esfera y Arquimedes la emple6 para
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calcular el area de la esfera. Si concibiésemos la esfera como el lugar geo-
métrico de los puntos situados a igual distancia del centro, dicha concep-
cién no sugiere entonces ninguna aproximacién sencilla a la superficie de
la esfera.

7. Es de capital importancia el referirse a las definiciones tanto para
ponet en pie un razonamiento como para verificarlo.

Si alguien que no tenga mis que una vaga idea de lo que es una esfera,
presenta una nueva solucién del problema de Arquimedes, su solucién no
serd buena. Puede tener una clara idea de la esfera, pero si no se sirve de
dicha nocién en su razonamiento, nada indica que la tiene y su razona-
miento no serd bueno. Es por ello que, escuchando su argumentacién, es-
pero el momento en que va a enunciar alguna cosa importante sobre la
esfera, valiéndose de la definicién o de alghn teorema. Si tal momento
no llega, su solucién no es buena.

De este modo, podemos verificar no solamente los razonamientos de
otros, sino también, por supuesto, nuestros propios argumentos. ;Han te-
nido en cuenta todas las nociones esenciales que el problema concierne?
¢De qué modo ha utilizado dicha nocién? ;Se ha valido de su significado,
de su definicién? ;Ha utilizado todos los hechos esenciales, todos los teo-
remas que usted conoce acerca de ello?

Que el hecho de referirse a las definiciones para examinar la vali-
dez de un razonamiento es importante, ha sido subrayado por Pascal a
quien debemos la regla de “'substituer mentalment les définitions a la place
des définis” (sustituir mentalmente las definiciones en lugar de los tér-
minos definidos). Que sea también importante el referirse a las definicio-
nes para encontrar la solucién ha sido subrayado por Hadamard.

8. Referirse a las definiciones es, pues, una importante operacién men-
tal. Para comprender la razén de tal motivo nos hace falta darnos cuenta,
primero, de la importancia de las propias palabras. Es evidente que dificil-
mente podemos pensar sin valernos de palabras, signos o simbolos cuales-
quiera. Las palabras y los signos estin, pues, dotados de cierta potencia;
para los pueblos primitivos tienen incluso un poder mégico. Podemos com-
prender las razones de dicha creencia, pero sin compartirla. Debemos saber
que el poder de una palabra no reside en su sonoridad, la vocis flatus, en
la entonacién de quien la pronuncia, sino en las ideas que dicha palabra
nos sugiere y, en Gltima instancia, en los hechos sobre los cuales se basan
dichas ideas.

Es, pues, logico el buscar detrds de las palabras, el significado y los
hechos. Refiriéndose a las definiciones, el matemitico busca establecer
las relaciones que existen entre los objetos matemaiticos que camuflan los
términos técnicos; como el fisico busca experiencias precisas detrds de
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sus términos técnicos; en fin, como el hombre comin, si estd dotado de sen-
tido comin, que preferird la dura realidad de los hechos al engafio de
meras palabras.

Descartes, René (1596-1650), filésofo y gran matemaitico, se propuso
encontrar un método universal para la solucién de problemas, pero dejé
inconclusas sus Regulae ad Directionem Ingenii. Los fragmentos de este
tratado, encontrados en sus manuscritos y editados después de su muerte,
contienen sobre la forma de resolver problemas mas material —y material
més interesante— que el que contiene su mds conocida obra Discours de la
Méthode, pese a que probablemente éste haya sido escrito después que las
“Reglas”. Parece que las siguientes lineas de Descartes describen el origen
de las “Reglas”: “Cuando, en mi juventud, ofa hablar de invenciones in-
geniosas, trataba de saber si no podria inventarlas yo mismo, sin incluso
leer al autor, asi adverti paulatinamente que me conformaba a ciertas
reglas.”

Descomponer y recomponer el problema son dos importantes ope-
raciones de la mente.

Examina usted un objeto que despierta su interés o mueve su curiosi-
dad: una casa que tiene la intencién de alquilar, un telegrama importante,
pero enigmatico, un objeto cualquiera cuyo uso y origen le intrigan, o un
problema que quiere resolver. Considera el objeto como un todo, pero esa
impresién quizi no es muy precisa. Un detalle le llama la atenci6n. Des-
pués se concentra sobre otro detalle, y mis tarde, sobre otro nuevamente.
Diversas combinaciones de detalles se pueden presentar y al cabo de un mo-
mento, mira de nuevo el objeto como un todo, pero lo ve de una manera
diferente. Usted ha descompuesto el todo en sus diversas partes y ha recom-
puesto dichas partes en un todo méis o menos diferente.

1. Si entra en los detalles corre el riesgo de perderse. Particularidades
muy numerosas o muy insignificantes ofuscan la mente. Pueden impedirle
el dedicarle una atencién suficiente al punto esencial o incluso le impiden
ver el punto esencial. Recuerden al hombre al que los drboles no le de-
jan ver el bosque.

Es evidente que no deseamos perder nuestro tiempo en detalles super-
fluos, debiendo reservarnos para lo esencial. La dificultad esttiba en no
poder decir por adelantado cuéles son los detalles que finalmente resul-
taron utiles.

Por ello es conveniente, en principio, comprender el problema como
un todo. Comprendiéndolo estaremos en mejor postura para juzgar qué
puntos particulares pueden ser los més esenciales. Una vez examinados
uno o dos puntos esenciales, estaremos en mejor situacién para determinar,
entre los otros detalles, los que parecen merecer un examen mds a fondo.
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Veamos el asunto de mis cerca y descompongamos gradualmente el pro-
blema, pero sin ir més lejos de lo necesario.

El profesor no puede, naturalmente, esperar que todos los alumnos den
pruebas de perspicacia en este aspecto. Por el contrario, ciertos alumnos tie-
nen la tonta y mala costumbte de abordar los detalles antes de haber com-
ptendido el problema en su conjunto.

2. Consideremos los problemas de matemiticas, “‘problemas por re-
solver”.

Una vez comptendido el problema como un todo, cuando hemos cap-
tado su fin, su idea directriz, es el momento de entrar en detalles. ¢Por
dénde empezar? En casi todos los casos es razonable empezar por el exa-
men de los elementos principales del problema como son la incégnita, los
datos y la condicién. Casi siempre también es aconsejable el comenzar el
examen detallado por las siguientes preguntas: /Cwdl es la incdgnita?;
ceudles son los datos?; jcudl es la condicion?

Para un examen mis detallado todavia, ¢qué conviene hacer? Se puede
aconsejar, con frecuencia, el considerar cada dato por si mismo, distinguir
las diversas partes de la condicidn y examinar cada una de ellas por se-
parado.

A veces es necesario, sobre todo si el problema es bastante dificil, el
descomponerlo minuciosamente y examinar los detalles méas infimos. En-
tonces puede ser necesario referirse a la definicidn de ciertos términos, in-
troducir nuevos elementos implicitos en la definicién y someterlos a un
examen.

3. Después de descomponer el problema, trataremos de recomponer
sus elementos de un modo diferente. Podemos tratar, por ejemplo, de com-
binar los elementos en un problema nuevo, més accesible y del que nos po-
dremos valer, dado el caso, como de un problema auxiliar.

Las posibilidades de recomponer un problema son ilimitadas. Los pro-
blemas dificiles, en patticular, se prestan a combinaciones isotéricas ex-
cepcionales, singulares, y el ingenio del que los resuelve se revela en la
originalidad de sus combinaciones. Existen, sin embargo, ciertos tipos de
combinaciones usuales y relativamente simples, suficientes en los casos
de problemas poco complicados que hay que conocer a fondo y probarlas
en primer lugar, incluso si después estamos obligados a recurrir a procedi-
mientos menos evidentes.

Una clasificacién formal asigna un lugar preciso a las combinaciones
més usuales y mds pricticas. Cuando deducimos un nuevo problema a pat-
tir del que nos han propuesto, podemos:

1) conservat la incégnita y cambiar los otros elementos (los datos y

la condicién); o
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2) conservar los datos y cambiar los otros elementos (la incégnita y la
condicién); o

3) cambiar a la vez la inc6gnita y los datos.

Vamos a examinar estos casos.

{Los casos 1) y 2) se traslapan. En efecto, es posible conservar a la
vez la incégnita y los datos y transformar el problema no cambiando maés
que la forma de la condicién. Por ejemplo, los dos problemas siguientes,
bien que visiblemente equivalentes, no son exactamente los mismos:

Construir un tridngulo equilitero, dado uno de sus lados.

Construir un tridngulo equidngulo, dado uno de sus lados.

La diferencia de los enunciados es minima en el presente ejemplo, pero
puede ser capital en otros casos. Estos casos son incluso importantes en
cierto aspecto pero, por falta de espacio, renunciamos a discutirlos aqui.
Compirese con PROBLEMA AUXILIAR, 7, altima observacibn, pigina 157.)

4. Conservar la incdgnita y cambiar los datos y la condicién es con
frecuencia conveniente con el fin de transformar el problema propuesto.
La sugerencia MIRE BIEN LA INCOGNITA se aplica a los problemas que tie-
nen la misma incégnita. Podemos tratar de acordarnos de algin problema
del mismo tipo ya resuelto: Y trate de recordar algin problema que le sea
familiar y que tenga la misma incégnita o una incdgnita similar. Si no po-
demos recordar tal problema, podemos tratar de inventar uno: ;Podria
pensar en otros datos que le permitiesen determinar la incégnita?

Un nuevo problema, estrechamente ligado al problema propuesto, tiene
muchas posibilidades de ser atil. Asi pues, conservando la incégnita, tra-
taremos igualmente de conscrvar ciertos datos y ciertas partes de la condi-
cién y cambiar lo menos posible, solamente uno o dos datos y una pequefia
parte de la condicién. Un buen método consiste en no tener en cuenta
ciertos puntos, pero sin afadir nada; conservamos la incognita, 7o conser-
vamos mas que una parte de la condicidn, descartamos la otra, pero sin in-
troducir ninguna cldusula o dato nuevo. En los parrafos 7 y 8 se encon-
trarin ejemplos y comentarios a este respecto.

5. Conservando los datos podemos tratar de introducir una nueva
incégnita Gtil y més accesible, Deber4 obtenerse a partir de los datos primi-
tivos. Pensamos en una incégnita de este tipo cuando preguntamos: ;po-
DRfA DEDUCIR DE LOS DATOS ALGUN ELEMENTO UTIL?, (pagina 146).

Observemos que aqui se desean dos cosas. Primero, la nueva incbgnita
debe ser mis accesible que la original, es decir, debe poder ayudar en for-
ma precisa a la determinacién de la incégnita del problema original. En
resumidas cuentas, la nueva incégnita debe ser una especie de peldaiio. Una
piedra a mitad de un riachuelo esti més cerca de mi que la otra orilla; apo-
yandome en ella podré alcanzar dicha orilla.
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La nueva incégnita debera ser, pues, accesible y 1til a la vez, pero en la
practica frecuentemente nos tenemos que conformar con menos. A falta de
algo mejor, es aconsejable el tratar de deducir de los datos todo aquello
que pueda parecer 1til; es incluso licito ensayar una nueva incdgnita, inti-
mamente ligada con la incégnita original, pese que al principio no parezca
particularmente accesible.

Por ejemplo, si nuestro problema consiste en determinar la diagonal de
un paralelepipedo (como en la seccién 8), podemos considerar la diagonal
de una cara como una nueva incégnita. Esta eleccidn proviene ya sea de que
sabemos que el conocimiento de dicha diagonal nos-permitira obtener la del
s6lido (como en la seccién 10), o porque consideramos poder determinar
ficilmente la diagonal de una cara y szponemos que podria ayudarnos a
determinar la diagonal del sélido. (Compare: ;HA EMPLEADO USTED TO-
DOS LOS DATOS?, 1; pagina 98.)

Si nuestro problema consiste en construir una circunferencia, tenemos
que determinar dos cosas, su centro y su radio; podemos decir que nuestro
problema consta de dos partes. En ciertos casos una de estas partes es mas
facil de resolver que la otra; es una eventualidad, de todos modos, siempre
razonable de considerar: ;Puede resolver una parte del problema? Plan-
teando esta pregunta, sopesamos el pro y el contra: ;Conviene mas consi-
derar exclusivamente el centro o el radio y elegir el uno o el otro como
nueva incognita? Preguntas de este tipo son con mucha frecuencia utiles.
En problemas mas complejos o en matematicas superiores, la idea decisiva
consiste con frecuencia en distinguir y tratar por separado una parte del
problema miés accesible que el resto, pero esencial.

6. Cambiando a la vez la incognita y los datos nos desviamos mas del
camino, primitivo que en los casos precedentes. Esto, naturalmente, puede
parecernos molesto; nos parece, en efecto, que corremos el riesgo de perder
por completo el problema original. Y sin embargo, podemos estar obliga-
dos a recurrir a una modificacién de esta importancia si cambios menos
radicales no nos aportan nada accesible y util. Puede ser tentador el alejar-
nos incluso mucho del problema original si el nuevo problema parece poder
conducirnos al éxito. JPodria cambiar la incégnita, o los datos o ambos si
es necesario a fin de que la nueva incognita y los nuevos datos estén mds
relacionados entre si?

Un modo interesante de cambiar a la vez la incognita y los datos con-
siste en intercambiar la incégnita con uno de los datos. (Véase: ;PUEDE
UTILIZARSE EL RESULTADO?, 3; pagina 172.)

7. Ejemplo. Construir un tridngulo dados un lado 4, la altura 4 pet-
pendicular a « y el angulo « opuesto al lado a.

¢Cudl es la incognita? Un tridngulo.
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¢Cudles son los datos? Dos elementos lineales 2 y 4 y un dngulo e

Si tenemos alguna experiencia con problemas de construcciones geomé-
tricas, trataremos de reducir este tipo de problema a la determinacién de un
punto. Trazaremos un segmento BC igual al lado dado 4, entonces todo lo
que tenemos que determinar es el vértice A4 del tridngulo, opuesto a 4 (ver
figura 10).

De hecho, estamos ante un nuevo problema.

¢Cudl es la incognita? El punto A.

Fi1G. 10

¢Cudles son los datos? Un elemento lineal 4, un ingulo « y dos puntos
By C cuyas posiciones son dadas.

¢Cudl es la condicién? La perpendicular del punto A al segmento BC
debe ser igual a 4, y el ¢ BAC — «.

Hemos, pues, transformado el problema cambiando a la vez la incog-
nita y los datos. La nueva incégnita es un punto, la original era un tridn-
gulo. Algunos de los datos son los mismos en ambos problemas, el segmen-
to » y el angulo «; pero en el problema original se nos daba un segmento 4
y ahora tenemos dos puntos, By C.

El nuevo problema no es dificil. La siguiente sugerencia nos lleva casi
directamente a la solucién.

Distinguir las diversas partes de la condicion. La condicién consta de
dos partes, una concerniente al dato 4, la otra al dato a. El punto que des-
conocemos debe cumplir:

I) estar situado a una distancia 4 del segmento BC;

IT) ser el vértice de un éngulo de una amplitud dada «, cuyos lados
pasen por los puntos By C.

Si no conservamos mds que una parte de la condicion y descartamos la
segunda, el punto desconocido no esti completamente determinado. Hay,
en efecto, numerosos puntos que satisfacen la parte I) de la condicién, a
saber, todos los puntos de una paralela a la linea BC a la distancia 4 de
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dicho segmento.® Esta paralela es el lugar geométrico de los puntos que
satisfacen la parte I) de la condicién. El lugar geométrico de los pun-
tos que satisfacen la parte II) es un cierto arco de circunferencia cuyos
puntos extremos son B y C. Determinando esos dos lugates geométricos,
sabemos que su interseccién es el punto que deseamos determinar.

El proceso que acabamos de aplicar presenta un cierto interés. Al
resolver problemas de construccién geométrica podremos muchas veces
adoptar con éxito esta forma de proceder: reducir el problema a la deter-
minacién de un punto y determinatlo como la interseccién de dos lugares
geométricos.

Pero en dicho proceso hay un paso que presenta un interés mais gene-
ral; al abordar todo tipo de “problemas por resolver” podemos adoptar
la sugerencia: No conserve mds que una parte de la condicién y descarte la
otra. Procediendo asi, ‘‘debilitamos” la condicién del problema propuesto,
limitamos menos la incégnita. ;En qué medida la incégnita ests entonces
determinada, como puede variar? Plantear esta pregunta es en realidad
plantear un nuevo problema. Si la incégnita es un punto del plano (como
en nuestro ejemplo), la solucién de este nuevo problema consiste en deter-
minar el lugar geométrico descrito por el punto. Si la incdgnita es un ob-
jeto matematico de cualquier otro tipo (era un cuadrado en la seccién 18),
tendremos que describir en forma correcta y caracterizar de un modo pre-
ciso un cierto conjunto de objetos. Incluso si la incégnita no es un objeto
matematico (como en el siguiente ejemplo, 8) puede ser ttil considerat,
caracterizar, describir o enumerar sobre una lista los objetos que satisfacen
a una cierta parte de la condicién impuesta a la incognita.

8. Ejemplo. En un crucigrama que admite juegos de palabras y ana-
gramas, encontramos la siguiente definicién:

“En una maquina en los dos sentidos (5 letras).”

¢Cudl es la incégnita? Una palabra.

¢Cudl es la condicion? La palabra consta de cinco letras. Designa una
parte de una méiquina. Debe ser, claro est, una palabra espafiola, y espere-
mos que no muy rebuscada.

¢Es la coudicion suficiente para determinar la incégnita? No. O mas
bien, puede ser suficiente, pero la parte que estd clara por ahora resulta
insuficiente. Hay muchas palabras que pueden satisfacerla, tales como
“biela”, “rueda’’, etc.

La condicién se expresa de modo ambiguo voluntariamente. Si en una
maiquina no se encuentra ninglin érgano, ninguna pieza susceptible de ser

* El plano queda dividido en dos partes por la recta determinada por B y C.
Eligiremos uno de los semiplanos donde considerar A y asi sélo tendremos que con-
siderar una sola paralela a BC; de lo contrario tendriamos que considerar dos.
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definida en su funcién “en los dos sentidos” podemos sospechar que se ha
querido’ decir “que se lee en los dos sentidos”. Puede ser una buena idea
examinar esa interpretacién del enigma.

Distinguir las diversas partes de la condicién. La condicién consta de
dos partes, una que concierne su significado, la otra su ortografia. La pala-
bra desconocida debe ser:

I) Una palabra corta que designe una parte de una méquina.

IT) Una palabra de cinco letras, que leida al revés, resulte también
una palabra que designe una parte de una maquina.

Si no conservamos mas que una parte de la condicién y descartamos la
otra, la incognita no queda completamente determinada. Existen muchas
palabras que satisfacen la parte I) de la condicién, tenemos una especie
de lugar geométrico. Podemos “describir” dicho lugar geométrico I),
“seguirlo” hasta su “interseccién” con el lugar geométrico de la parte II).
El proceso natural consiste en concentrarse sobre la parte 1) de la condi-
cién, recordar palabras que respondan al significado pedido y examinar en
cada una de estas palabras si tiene o no el largo requerido y si se puede
leer en ambos sentidos. Quizi tengamos que ensayar varias palabras antes
de encontrar la adecuada: “‘arbol”, “biela”, “rueda”, “motor”.

—"Rotor”, jclaro!

9. En el parrafo 3, hemos clasificado las diversas posibilidades de
obtener un nuevo “problema por resolver”, combinando ciertos elementos
del-"problema por resolver” propuesto. Si hacemos aparecer no uno solo,
sino dos o varios problemas nuevos, las posibilidades son mayores; las men-
cionaremos pero sin tratar de clasificarlas.

Pueden incluso presentarse otras posibilidades. En particular, la solu-
ci6n de un “problema por resolver” puede depender de la de un “'problema
por demostrar”. Nos limitaremos a mencionar esta posibilidad; considera-
ciones de espacio nos impiden el discutirla aqui.

10. Sélo afiadiremos algunas observaciones sucintas sobre los “pro-
blemas por demostrar”; por lo demds, son andlogas a los comentarios mis
extensos que acabamos de hacer en torno a los “problemas por resolver”
(parrafos 2 a 9).

Una vez comprendido este tipo de problema considerandolo como un
todo, deberemos en general, examinar sus partes principales que son la
hipétesis y la conclusion del teorema a demostrar o a refutar. Debemos
comprender perfectamente estos elementos: ;Cudl es la hipdtesis?; ;cudl
es la conclusion? Si se requiere llegar al examen de puntos mis particulares,
podemos distinguir las diversas partes de la hipétesis, y considerar cada una
de ellas por si misma. Después podemos abordar otros detalles, logrando
una descomposicién del problema cada vez mayor.

b H)
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Tras descomponer asi el problema, podemos tratar de recombinar sus
elementos de algn modo diferente. En patticular, podemos tratar de re-
combinar los elementos en forma de obtener otro teorema. A este respecto
se presentan tres posibilidades:

1) Podemos conservar la conclusion y cambiar la hipétesis. En primer
lugar trataremos de acordarnos de algtin teorema del mismo tipo: Consi-
dere la conclusion y trate de pensar en algin teorema que le sea familiar
J cuya conclusion sea idéntica o similar. Si no logramos acordarnos de
tal teorema, podemos tratar de inventar uno: ;Puede pensar en otra hipo-
tesis de la cual podria facilmente deducir la conclusién? Podemos cambiar
la hipétesis omitiendo alguno de sus elementos, pero sin afiadir nada: No
conserve mds que una parte de la hipdiesis, descarte la otra; jla conclusion
sigue siendo vilida?

2) Conservamos la hipétesis y cambiamos la conclusién. ;Puede dedn-
cir algo dtil de la hipdtesis?

3) Cambiamos a la vez la hipbtesis y la conclusién. Podemos estar in-
clinados a cambiar ambas en la medida que no obtengamos ningan resul-
tado al cambiar una sola de ellas. ;Puede cambiar la hipétesis o la conclu-
5101, 0 ambas si es necesario, de manera que se acerquen la nueva hipotesis
y la nueva conclusién?

No trataremos aqui de establecer una clasificacién de las diversas posi-
bilidades que se nos presentan cuando, al resolver un “problema por demos-
trar” introducimos dos nuevos “problemas por demostrar”, o cuando lo
relacionamos con un “problema por resolver” apropiado.

Determinacién, esperanza, éxitos. Seria un error el creer que la so-
lucién de un problema es un “asunto puramente intelectual”; la determi-
nacién, las emociones, juegan un papel importante, Una determinacién
un tanto tibia, un vago deseo de hacer lo menos posible pueden bastar a un
problema de rutina que se plantea en la clase; pero, para resolver un pro-
blema cientifico serio, hace falta una fuerza de voluntad capaz de resistir
durante afios de trabajo amargos fracasos.

1. La determinaci6n varia segn la esperanza o el abatimiento, la sa-
tisfaccién o la desilusién. Es facil perseverar cuando se piensa que la solu-
Cién estd préxima, pero es penoso continuar cuando no se ve el medio de
vencer una dificultad. Nos regocijamos cuando las previsiones resultan
exactas. Nos deprimimos cuando el camino seguido con confianza se en-
cuentra de pronto bloqueado; entonces la determinacién vacila.

Point n'est besoin d'espérer pour entreprendre ni réussir pour persé-
vérer (No hace falta esperat para emprender ni lograr para perseverar. )
Asi habla la voluntad inflexible, el honor y el deber, el hombre noble que
defiende una valiosa causa. No es ésta, sin embargo, la clase de determina-
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cién del hombre de ciencia, quien debe tener alguna esperanza para em-
prender algo y algunos éxitos para perseverar. En el trabajo cientifico es
necesario ajustar la determinacién a la perspectiva. No se aborda un pro-
blema si no ofrece un cierto interés; se pone uno seriamente a hacer el tra-
bajo si parece instructivo; se lanza uno con todo entusiasmo si encierra en si
grandes promesas. Cuando uno se propone alcanzar un fin, no se abandona,
pero tampoco se complica la situacién sin necesidad. No se desprecia nin-
gln éxito por infimo que sea, al contrario, se le busca: s7 wsted no puede
resolver el problema propuesto. trate de resolver primero un problema
relativo.

2. Cuando un alumno comete errores verdaderamente garrafales, cuan-
do es de una lentitud exasperante, casi siempre es por las mismas razones;
no tiene absolutamente ningin deseo de resolver el problema, no desea in-
cluso comprenderlo como es debido, y por tanto, no lo comprende. Asi, el
profesor que desee realmente ayudar a un alumno, debe ante todo despertar
su curiosidad, comunicarle el deseo de lograrlo. Debe también conceder al
alumno un cierto tiempo para reflexionar, al cabo del cual quizd se decida
a trabajar.

La solucién de problemas es una escuela de la voluntad. Resolviendo
problemas que parecen dificiles, el alumno aprende a perseverar pese a los
fracasos, a apreciar el menor de los progresos, a lograr la idea esencial, a
hacer un llamado a toda su fuerza de concentracién. Si el alumno no en-
cuentra en la escuela la oportunidad de familiarizarse con las diversas emo-
ciones que ofrece el esfuerzo con vista a la solucién, su educacién mate-
matica ha fallado en su objeto mas esencial.

Diagnéstico. Esta palabra, que empleamos aqui como un término téc-
nico en materia de educacion, significa: “apreciacién precisa del trabajo del
alumno”. La calificacién informa sobre este punto, pero en forma dema-
siado general. El profesor que quiera mejorar el trabajo de sus alumnos
necesita una apreciacién mis detallada de las cualidades y de los defectos
de cada uno de ellos, como el médico que necesita un diagnéstico para me-
jorar la salud de un paciente.

Estamos aqui particularmente interesados en la aptitud de los alumnos
para resolver problemas. ;Cémo apreciarla? Puede ser ventajoso distin-
guir las cuatro fases de la solucién. En efecto, el comportamiento de los
alumnos en el curso de estas diversas fases es caracteristico.

La laguna més frecuente al resolver un problema es quizé la incomple-
ta comprension del problema, producto de una falta de concentracién. Con
respecto a la concepcion del plan y la obtencién de la idea general de la
solucién, dos defectos opuestos son frecuentes. Unos alumnos se lanzan a
hacer célculos y construcciones sin ningdn plan, sin ninguna idea general;
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otros torpemente esperan a que la idea venga a su mente, sin hacer nada que
acelere su llegada. Llevando al cabo el plan, el defecto mas frecuente es la
negligencia, la falta de paciencia en la verificacién de los detalles principa-
les. Es muy- frecuente que los alumnos no verifiquen el resultado en lo
absoluto; estin satisfechos de haber encontrado una respuesta, cierran su
cuaderno y no les choca el resultado mas inverosimil.

El profesor que ha diagnosticado cuidadosamente tal o cual defecto de
este tipo tiene alguna oportunidad de subsanarlo insistiendo sobre algunas
preguntas de la lista.

Dibuje una figura. (Véase figuras.) Introduzca una notacién apro-
piada. (Véase NOTACION, pigina 128.)

Distinguir las diversas partes de la condicién. Ante todo hay que
comprender el problema. Una vez comprendido el problema como un todo,
se entra en detalles, se consideran sus diferentes partes, la incégnita, los
datos, la condicién, y se examinan una tras otra. Hecho esto, teniendo estas
diversas partes bien presentes en la mente, aunque no tengamos todavia
ninguna idea apropiada, vamos mis a fondo en los detalles, considerando
cada dato por si mismo. Habiendo comprendido la condicién en su con-
junto, se distinguen sus diversas partes y se examina cada una de ellas por
separado.

Vemos ahora el papel de la sugerencia de la que tenemos que tratar
aqui. Tiende a provocar una operacién mental que nos lleve a la concepcién
precisa del problema y nos haga ir mas a fondo en los detalles. (Véase:
DESCOMPONER Y RECOMPONER EL PROBLEMA, pagina 73.)

Distinguir las diversas partes de la condicién. ;Puede usted formu-
larlas? Muy a menudo se nos presenta la ocasién de plantearnos esta pre-
gunta cuando procedemos al PLANTEO DE LA ECUACION,

Elementos auxiliares. Nuestra concepcién del problema es mucho
mis rica al final de nuestro trabajo que al principio (PROGRESO Y LOGRO,
1.) En efecto, 2 medida que nuestro trabajo progresa, vamos afiadiendo
nuevos elementos a los que consideribamos en el punto de partida. Un ele-
mento que introducimos con la esperanza de que nos ayude a encontrar la
solucién recibe el nombre de elemento auxiliar.

1. Hay diversos tipos de elementos auxiliares. Resolviendo un proble-
ma de geometria, podemos introducir nuevas lineas en la figura; son lfneas
auxiliares. Resolviendo un problema de algebra, podemos introducir una
incégnita auxiliar (PROBLEMA AUXILIAR, 1). Un teorema auxiliar es
aquel cuya demostracién intentamos deducir con el fin de facilitar la solu-
cién del problema inicial.

2. Puede haber diversas razones para la introduccién de elementos au-
xiliares. Es de alegrarnos cuando logramos recordar un problema relacio-
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nado al nuestro y que ya hemos resuelto. Es probable que podamos utilizar-
lo, aun sin saber cémo. Sea por ejemplo un problema de geometria el que
tengamos que resolver. El que se relaciona, ya resuelto anteriormente, y del
que acabamos de acordarnos, es un problema sobre el tridngulo. Sin em-
bargo, no hay ningdn trisngulo en nuestra figura, y para poder emplear el
problema del que acabamos de acordarnos nos hace falta uno; vamos, por
lo tanto, a introducir uno, afiadiendo a nuestra figura las lineas auxiliares
apropiadas, En general, si queremos utilizar un problema ya resuelto para
resolver el que nos interesa, debemos preguntarnos con frecuencia: /Es 7e-
necesario introducir algin elemento auxiliar para poder emplearlo? (El
ejemplo de la seccién 10 es tipico.)

El recarso de las definiciones nos propotciona otra posibilidad de in-
troducir elementos auxiliares. Por ejemplo, para utilizar la definicién de
un circulo, no solamente debemos mencionar su centro y su radio, sino
también introducir tales elementos geométricos en nuestra figura. Si no los
hacemos aparecer, no podremos hacer ninglin uso concreto de la definicién;
dar una definicién sin trazar una figura es dar servicio incompleto.

Tratar de emplear resultados conocidos y recurrir a las definiciones,
proporciona excelentes razones para introducir elementos auxiliares; pero
no son las Gnicas. Afiadiendo elementos auxiliares a la concepcién de nues-
tro problema contribuimos a hacerlo mas rico, mas sugestivo, mas familiar,
sin saber, no obstante, en qué medida los podremos utilizar. Podemos sim-
plemente figurarnos que hay una “idea brillante” en esta forma de concebir
el problema con estos elementos adicionales.

Que sea una u otra la razén, la introduccién de elementos auxiliates
debe, en todo caso, justificarse. No debe introducirse gratuitamente ningin
elemento auxiliar.

3. Ejemplo. Construir un tridngulo, dados un 4ngulo, l=altura corres-
pondiente al vértice del dngulo dado y el perimetro del tridngulo.

Introduzcamos una notacién adecwada. Sean « el dngulo dado, 4 la
altura correspondiente al vértice 4 de a 'y p el perimetro. Tracemos una
figura en la que coloquemos ficilmente a 'y 4. ;[Hemos em pleado todos los
datos? No, la figura no contiene la longitud dada p, igual al perimetro del
triangulo. Por lo tanto, debemos introducir p. ;Pero cémo?

Podemos tratar de introducir p de varios modos. Los que se ven en las
figuras 11 y 12 no parecen muy adecuados. Si tratamos de ver por que
parecen tan poco satisfactorios, nos daremos cuenta que es a causa de la
falta de simetria.

El tridngulo tiene tres incégnitas: sus lados 4, & y ¢. Llamemos 4, como
es costumbre, al lado opuesto al vértice Ay sabemos que

a+b+c=p.
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Ahora bien, los lados & y ¢ son intercambiables. Nuestro problema es
simétrico respecto de & y de ¢. Pero & y ¢ no representan el mismo papel en
nuestras figuras 11 y 12. En la forma que hemos colocado p, & y ¢ figutan
de diferente modo. Asf, las figuras 11 y 12 impiden la natural simettia del

A

FiG, 11

problema respecto de & y ¢. Debemos, pues, colocar p de fal forma que esté
en la misma relacién con & y con c.

A

P
FiG, 12

Esta consideracién nos puede sugerir el colocar la longitud p como en
la figura 13.

Prolonguemos en ambos sentidos el lado « del tridngulo; a un lado
llevemos el segmento CE de longitud 4, al otro lado llevemos el segmento
BD de longitud ¢, de tal forma que p aparezca en la figura 13 como el
segmento ED de longitud

b+a+tc=p

Si tenemos una cierta experiencia en resolver problemas de construc-
cién, no dejaremos de introducir en la figura, junto con ED, las lineas
auxiliares AD y AE, cada una de las cuales es la base de un tridngulo isés-
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celes. Por lo demds, no estd fuera de razén el introducir elementos en el
problema que son particularmente sencillos y familiares como lo son los
tridngulos isésceles.

Hemos tenido bastante suerte introduciendo dichas lineas auxiliares.
Examinando la nueva figura podemos descubrir que el angulo EAD estd

F1G. 13

en una relacién muy simple con el dngulo dado a. En efecto, utilizando los
tridngulos isésceles ABD y ACE, determinamos que el angulo DAE = %

+ 90°. Después de esta observacidn, es natural intentar la construccién
del triangulo DAE. Haciéndolo, introducimos un problema auxiliar mucho
mas facil de resolver que el problema original.

Los maestros y autores de libros de texto no deben olvidar que el alum-
no inteligente y el LECTOR INTELIGENTE no quedan satisfechos verificando
que los pasos de un razonamiento son correctos, sino que también quieren
saber el motivo y propésito de los diversos pasos. La introduccién de un
elemento auxiliar es un paso notorio. Si una linea auxiliar, un tanto com-
plicada, aparece de pronto en la figura sin motivo aparente, y permite re-
solver el problema sorpresivamente, los alumnos y lectores inteligentes que-
dan contrariados. Se sienten engafiados. Las matemiticas son interesantes
en la medida que absorben nuestro razonamiento y nuestra fuerza inven-
tiva. Pero no se aprende nada sobre el razonamiento y la invencidn si el
motivo y propésito del més notorio de los pasos permanece incomprensible.
Para hacer comprensibles tales pasos por medio de obsetvaciones conve-
nientes (como en el precedente pirrafo 3) o por medio de preguntas y
sugerencias cuidadosamente escogidas (como en las secciones 10, 18, 19,
20) témese todo el tiempo y esfuerzo que se requieran en la seguridad de
que valdran la pena.

Enigmas. Segln lo que hemos dicho-en la seccién 3, las preguntas
y sugerencias de nuestra lista son independientes del tema tratado y aplica-
bles a todo tipo de problemas. Puede ser interesante verificar lo dicho
sobre varios enigmas.
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Tomemos, por ejemplo, las palabras:

HACER DAS NITIDO

El problema consiste en encontrar un “anagrama’, es decir, en compo-
ner una sola palabra con las letras contenidas en las palabras dadas. Obser-
vemos de paso que, para la solucién de este enigma, varias preguntas de
nuestra lista son pertinentes y pueden incluso guiarnos.

¢Cudl es la incégnita? Una palabra.

¢Cudles son los datos? Las tres palabras HACER DAS NITIDO.

¢Cudl es la condicion? La palabra que se desea tiene catorce letras, las
letras contenidas en las tres palabras dadas. Probablemente se trata de una
palabra espafiola bastante usual.

Dibuje una figura. Puede ser 1til sefialar sobre el papel catorce espa-
cios en blanco:

¢Puede usted enunciar el problema en forma diferente?
Tenemos que encontrar una palabra que contenga las siguientes letras
en un cierto orden:

AAEIIO CDDHNRST

Asi enunciamos el problema de un modo diferente, pero equivalente
(ver PROBLEMA AUXILIAR, 6). Este nuevo enunciado puede ser ventajoso.
Separando las vocales de las consonantes (lo que es mds importante que el
orden alfabético) vemos otro aspecto del problema. Nos damos ahora
cuenta que la palabra que se busca consta de seis silabas, a menos que tenga
algln diptongo.

Si no puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero
un problema relacionado. Un problema relacionado al nuestro consiste en
formar palabras con algunas de las letras dadas. No es dificil formar de
esta manera palabras cortas. Después trataremos de encontrar palabras cada
vez mis largas. En la medida que empleemos mis letras, mas cerca estare-
mos de la palabra deseada.

¢Puede resolver una parte del problema? La palabra deseada es tan
larga que debe constar de distintas partes. Quizd es una palabra compuesta,
0 quiza se puede obtener afiadiendo 2 otras palabras una terminaci6n usual.
¢ Qué terminacién puede ser?

No conserve mas que una parte de la condicion y descarte la otra. Po-
demos tratar de encontrar una palabra larga que tuviese seis silabas y que
constase de dos D, una R y una S.

Las preguntas y sugerencias de nuestra lista no tienen un poder mégico.
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No pueden darnos la solucién de todos los enigmas posibles sin un esfuer-
zo de nuestra parte. Si el lector desea determinar la palabra debe proseguir
con perseverancia y no dejar de pensar en ella. Lo que pueden hacer las
preguntas y sugetencias de nuestra lista es ayudarnos a seguir adelante.
Cuando nos sentimos descorazonados por repetidos fracasos y a punto de
abandonar el problema, pueden sugerirnos una nueva tentativa, un nuevo
aspecto, una nueva variacién, un nuevo estimulo; asi pueden inducirnos a
seguir reflexionando.

Para otro ejemplo véase DESCOMPONER Y RECOMPONER EL PRO-
BLEMA, 8; pagina 78.

;Es posible satisfacer la condicién? (Es suficiente la condicidon para
determinar la incdgnita?; jes insuficiente?; credundante?; ccontradictoria?

Estas preguntas son con frecuencia ttiles en la primera etapa del pro-
blema, cuando no es necesario el responder de un modo definitivo, cuando
basta una respuesta provisional, una simple hipétesis. Para ejemplos véanse
las secciones 8 y 18.

Es bueno prever las caracteristicas del resultado que buscamos. En
efecto, cuando tenemos alguna idea de lo que esperamos encontrar estare-
mos mejor orientados en la bisqueda. Ahora bien, una de las caracteristicas
de un problema es el niimero de soluciones que admite. Los més interesan-
tes son aquellos problemas que admiten una sola solucién; son estos los
que estamos inclinados a considerar como tnicos “‘razonables”. ;Es nuestro
problema en este sentido “razonable”? Si podemos respondet a esta pre-
gunta, aunque sea por medio de una hipdtesis plausible, se acrecentard
nuestro interés en el problema y trabajaremos mejor.

/Es nuestro problema “razonable”? La utilidad de tal pregunta en la
primera etapa del trabajo es evidente s/ podemos contestar a ella con faci-
lidad. Si, por el contrario, la pregunta es dificil de contestar, la desorienta-
cién que causa puede ser mayor que el interés que habia en plantearla. Lo
mismo es valido para la pregunta: “/Es posible satisfacer la condicién?” y
para otras preguntas similares de nuestra lista. Debemos planteatlas dado
que la respuesta puede ser ficil y plausible, pero no debemos insistir en
ellas cuando las tespuestas parezcan dificiles u oscuras.

Para los “problemas por demostrar”, las preguntas correspondientes son
las siguientes: /Es verosimil que la proposicion sea cierta?; ;o es mds bien
falsa? El modo como se plantea la pregunta muestra claramente que se
espera sélo una respuesta hipotética, provisional.

Examen de dimensiones. Es un medio muy conocido, ripido y eficaz,
de verificar férmulas geométricas o fisicas.

1. A fin de recordar el proceso de la operacién, consideremos un
tronco de cono circular. Sean
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R el radio de la base inferior,

r el radio de la base superior,

4 la altura,

S el area de la superficie lateral.

Si conocemos R, ry 4, § queda determinada. Encontramos la expresion

S=a R+ VR -+ F
la cual queremos verificar por su “dimensién”.

La dimensién de una cantidad geométrica es facil de determinar, Asi,
R, 7'y b son longitudes medidas en centimetros, si empleamos unidades
cientificas: su dimensién es el cm. La superficie S se mide en centimetros
cuadrados: su dimensién es el cm2. En cuanto a = — 3.14159 . . . es un
nameto abstracto; si queremos adjudicar una dimensién a una cantidad
puramente numérica, debemos expresarla en cm® — 1.

Cada término de una suma debe tener la misma dimensidn, que debe
ser la misma que la dimensién de la suma. Asi, R, » y R + 7 tienen la mis-
ma dimensién, el cm. Los dos tétminos (R — 7)2 y A2 tienen la misma
dimensién (tal como debe de ser), el cm?,

La dimensién de un producto es el producto de las dimensiones de sus
factores. Existe una regla anéloga relativa a las potencias. Sustituyendo las
cantidades por sus medidas en ambos miembros de la férmula que verifica-
mos, obtenemos

cm” =1-cm-\/cm?’.
lo cual es correcto. Por lo tanto la férmula puede ser cotrecta; al menos
ha pasado con éxito la prueba por dimensiones.

Para otros ejemplos, ver la seccién 14 y ;PUEDE COMPROBAR EL RE-
SULTADO?, 2; pagina 167.

2. Podemos verificar por su dimensién el rccultado final o los resul-
tados intermedios de un problema, ya se deban a nuestro trabajo, ya al de
otros (procedimiento muy util para descubrir errores en los eximenes es-
critos). Esta verificacién puede igualmente aplicarse a las férmulas que
recordamos o a las que intuimos.

St por ejemplo recordamos las férmulas 47 y para el area y el

volumen de la esfera respectivamente, pero sin saber con toda seguridad
cual es cual, nos bastard proceder al examen de la dimensién para que des-
aparezca toda duda al respecto.

3. Esta forma de verificacién es mis importante en fisica que en geo-
metria.

Consideremos un péndulo “simple”, es decir, un cuerpo pequefio y
pesado suspendido de un hilo cuya longitud consideramos invariable y su
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peso despreciable. Sea / la longitud del hilo g la aceleracién gravitacional
y 1" el petiodo del péndulo.

Consideraciones mecanicas muestran que 7' depende solamente de / y

de g. ;Pero, cuil es la dependencia? Podemos acordarnos o intuir que

T = c"g
donde ¢, m, 1 tepresentan ciertas constantes numéricas. Es decir, supone-
mos 1" proporcional a ciertas potencias I”, g" de 'y g.

Examinemos las dimensiones. Como 7' es un tiempo, se mide en se-
gundos, su dimensién es S. La dimensién de la longitud / es el cm, Ia de Ia
aceleracién g es cm - 5%, y la de la constante ¢ es 1. La ecuacién de las
dimensiones resultard

S=1-(cm)” (cm-S§%)"

S _ (Cm)m }nS%‘n
Dado que tenemos que obtener las mismas potencias para las unidades
fundamentales cm y § a un lado y a otro de la igualdad, resulta que
o=m-+n 1= —2n

de donde

n=—1% m = 1%

Por lo tanto, la férmula, para el periodo 7, debe tener la forma
A S 'I/_i_
Vg

Si bien en el caso presente, la verificacién demuestra mucho, no lo de-
muestra todo. En principio nada dice sobre el valor de la constante ¢ (que
de hecho es 27). Después, no indica dentro de qué limites la férmula es
valida y, sin embargo, sélo es valida para las pequefias oscilaciones del pén-
dulo e incluso sélo aproximadamente (es correcto para oscilaciones “infini-
tamente pequefias”). A pesar de estas limitaciones no es de dudar que el
examen de las dimensiones ha permitido prever ripidamente y pot los me-
dios més simples una parte esencial de un resultado cuyo completo descu-
brimiento requiere medios mucho més avanzados. Sucede lo mismo en mu-
chos casos similares.

Examine su hipétesis. Su hipdtesis puede ser correcta, pero setia
absurdo el tomar una hipdtesis por cierta simplemente potque se le ha
ocurrido, como hacen la mayor parte de las veces las personas simplistas. Su
hipétesis puede no ser correcta. Seria igualmente absurdo el no considerar
una hipétesis plausible; este es el defecto en que incurren los pedantes.
Ciertas hipbtesis metecen ser examinadas y tomadas en serio: aquellas que
nos vienen a la mente después de haber procedido a examinar a fondo el
problema, de haberlo comprendido y cuando éste ha despertado en nos-
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otros verdadero interés. Tales hipdtesis contienen al menos una parte de la
verdad, pese a que, naturalmente, rara vez la muestran toda. Y sin embargo,
examinindolas de cerca es probable descubrirla integramente.

Muchas de ellas resultan falsas, pero pueden no obstante, ser atiles en
la medida que nos conducen a otras mejores.

No existen en realidad ideas francamente malas, a menos que no ten-
gamos sentido critico. Lo que realmente es malo es no tener idea alguna,
por muy sencilla que sea.

1. No lo haga. He aqui una historia tipica acerca del sefior Juan
Lanas. El sefior Juan Lanas trabaja en una oficina. Esperaba un pequefio
aumento, pero sus esperanzas, como ocurre con frecuencia, fueron defrau-
dadas. Los salarios de algunos de sus colegas fueron aumentados, pero no
el suyo. El sefior Juan Lanas no se resigné. Se atormenté durante largos
dias y sospeché, finalmente, que su jefe era el responsable de su infortunio.

No podemos culpar al sefior Juan Lanas de tal sospecha. Habia ciertos
indicios que hacfan sospechoso al jefe. El verdadero error fue que el sefior
Juan Lanas, una vez concebida la sospecha, se negé a ver ninguno de los
indicios que apuntaban en otra direccién. Su obsesién fue tal que llegé al
punto de persuadirse de que el jefe era su enemigo personal, actuando de
tal modo que poco falté para lograrlo.

El interés de esta historia reside en el hecho de que la mayor parte de
la gente se comporta como el sefior Juan Lanas. Nunca cambia de opinién
sobre las cuestiones basicas. Por el contrario, es una veleta desconcertante en
las pequefieces. Pero jaméas pone en duda sus opiniones, importantes o no,
por mis tiempo que las tenga. Jamas se interroga sobre ellas, no las exa-
mina con espiritu critico — odiarfa especialmente este tipo de examen si
supiese en qué consiste.

Admitamos que el sefior Juan Lanas tenga razén en una cierta medida.
Es un hombte ocupado, tiene deberes que cumplir en la oficina y en su
casa, dispone de poco tiempo para dedicar a la duda o al examen critico.
En el mejor de los casos quizé pudiese examinar algunas de sus conviccio-
nes pero, ¢por qué las pondria en duda si no tiene tiempo de examinar
esta duda?

Sin embargo, no procedan como él. No permitan que su sospecha,
suposicién o hipbtesis se desarrolle sin examen hasta el grado de volverse
inerradicable. En todo caso, en materia de teorfa, la mejor idea resulta per-
judicial aceptindola a ciegas y beneficiosa tras un examen critico.

2. Ejemplo matemdtico. De todos los cuadrilateros de igual perimetro
dado, determinar el de mayor superficie.

¢Cudl es la incégnita? Un cuadrilatero.

¢Cudles son los datos? El perimetro del cuadrildtero.
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¢Cudl es la condicion? El cuadrilitero buscado debe tener una superficie
superior a la de todo otro cuadrilitero que tenga el mismo perimetro.

Este problema es muy diferente de los problemas usuales de la geome-
tria elemental, y por ello, es natural que tratemos de adivinar en un prin-
cipio.

¢Qué cuadrilitero seri el que tenga realmente la mayor superficie?
¢Cual serfa la hipétesis mas simple? Podemos haber oido decir que, de
todas las figuras de igual perimetro, la que tiene mayor superficie es el
circulo. Podemos incluso sospechar alguna razén que haga plausible esta
afirmacién. (Cudl es el cuadrildtero que mas se acerca el circulo? ;Cual es
el que mas se acerca desde el punto de vista de simetria?

Es muy probable que el cuadrado nos venga a la mente. Si considera-
mos seriamente esta hipétesis, nos tenemos que dar cuenta de su significado
y tener el valor de formularla: "De todos los cuadrilateros de perimetro
dado, el cuadrado es el de mayor superficie.” Si decidimos entonces exa-
minar esta afirmacién, la situacién cambia. Inicialmente teniamos un “pro-
blema por resolver”. Después de formular nuestra hipétesis, tenemos un
“problema por demostrar”, es decir, una proposicién que se trata de demos-
trar o refutar.

Si no conocemos ningln problema similar, resuelto anteriormente, la
tarea podrd parecernos dificil. i no puede resolver el problema que se le
propone, trate de resolver primero un problema relacionado. ;Podria resol-
ver una parte del problema? Puede ocurrirsenos que, si el cuadrado es una
figura privilegiada entre los cuadriliteros, por esta misma razén también
lo serd entre los rectingulos. Una parte del problema quedaria resuelta si
pudiésemos demostrar el enunciado siguiente: “De todos los rectingulos
de perimetro dado, el cuadrado es el de mayor superficie.”

Este teorema parece mas accesible que el primero; su alcance, claro,
estd més restringido. No obstante, para comprender su significado, debe-
mos enunciarlo en forma diferente y mds detallada. Resulta provechoso
enunciarlo en lenguaje algebraico.

La superficie de un rectingulo cuyos lados adyacentes son 4 y & es
igual a ab.

El lado del cuadrado que tiene el mismo perimetro que dicho rectin-

+ 5
gulo es igual a 47. Por lo tanto la superficie de dicho cuadrado sera

FA

/.r 0) Esta depe ser mayor que la del rectangulo, teniéndose por lo

a+ b
(- - > ab
2

/
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¢Es esto cierto? Se puede escribir la misma férmula bajo la forma

equivalente:

& + 2ab + b > 4ab
Lo que equivale a

& —2ab+ 5 >0
o bien
(a—5)*>0

desigualdad que tenemos por cierta a menos que 2 = b, es decir, a menos
que el rectingulo considerado no sea un cuadrado.

No hemos resuelto todavia el problema, pero hemos logrado un cierto
adelanto examinando atentamente lo que habiamos sospechado y que nos
parecia evidente.

3. Ejemplo no matemdtico. En un crucigrama tenemos que determi-
nar una palabra de siete letras asi definida: “Repetir un proceso en ambos
sentidos.”

¢Cudl es la incégnita? Una palabra.

¢Cudles son los datos? El largo de la palabra, tiene siete letras.

¢Cudl es la condicién? Esta dada por la definicién, pero en forma bas-
tante vaga.

Debemos, pues, reexaminar dicha definicién. La dltima parte de la
frase puede entonces llamarnos la atencién: *...en ambos sentidos”. /Po-
dria resolver una parte del problema? Quizi pudiésemos adivinar el prin-
cipio de la palabra. Dado que se insiste notablemente en la idea de repeti-
cibn, es probable que la palabra comience por “'re”. Es facil de adivinarse.
Si adoptamos este punto de vista, debemos darnos cuenta lo que ello signi-
fica. La palabra que se busca tomaria la forma:

¢Puede verificar el resultado? Si la primera letra de la palabra que se
busca es también la primera letra de otra palabra del crucigrama, dicha
palabra debe entonces comenzar por “R”. Puede ser conveniente conside-
rar esta Gltima palabra y ver si la R conviene. Si logramos verificar dicha
R o, al menos, no encontramos ninguna razén que se oponga a ella, volve-
mos entonces a nuestra palabra original. Preguntamos de nuevo: /Cxdl es
la condicién? Reexaminando la definicién, la dltima parte puede llamat-
nos la atencién: *...en ambos sentidos”. ;No querria decir esto que la
palabra se puede leer en los dos sentidos? Esta hipétesis es menos evidente
que la primera, sin embargo, hay casos en que se presenta (véase DESCOM-
PONER Y RECOMPONER EL PROBLEMA, 8; pagina 78).

De todos modos, examinemos esta hipdtesis; consideremos su signifi-
cado. La palabra tomaria la forma:

RE--—-ER
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Por otra parte, la tercera letra debe ser la misma que la quinta, siendo
muy probable que dicha letra sea una consonante, mientras que la cuarta
o la de enmedio es ung vecal.

El lector puede ahora ficilmente, por si mismo, encontrar la palabra
en cuestion. Si no lo logra, puede seleccionar las vocales, una tras otra, para
la letra de enmedio.

Figuras. Las figuras no se reservan al uso exclusivo de los problemas
de geometria. Una figura puede ayudar considerablemente en todo tipo de
problemas que nada tienen de geométrico. Tenemos, pues, buenas razones
para que consideremos el papel que juegan las figuras en la solucién de los
problemas.

1. Si el problema es de geometria, tenemos que estudiar una figura.
Dicha figura podemos imaginarla o representarla sobre el papel. En ciertos
casos puede ser preferible imaginar la figura sin dibujarla, pero si tenemos
que examinar detalles diferentes, uno tras otro, es preferible dibujar una
figura. En efecto, si los detalles son numerosos, no se pueden imaginar
todos simultineamente, pero se encuentran todos sobre el papel. Se puede
olvidar un detalle imaginado; pero si se ha representado sobre el papel,
permanece alli y cuando regresemos a él, nos recordara las observaciones
anteriores, lo que nos ahorrara, en cierta medida, el trabajo de tenerlo que
recordar,

2. Consideremos ahora més detenidamente el empleo de figuras en
problemas de construccién geométrica.

Empezamos el estudio detallado de un problema de ese tipo trazando
una figura que comprende la incégnita y los datos, reuniendo estos diver-
sos elementos en la forma requerida por la condicién del problema. A fin
de comprender bien el problema, tenemos que considerar por separado cada
uno de los datos y cada una de las partes dé la condicién; juntaremos des-
pués todas las partes y consideraremos la condicién como un todo, tratando
de ver simultineamente las diversas relaciones requeridas por el problema.
Es evidente que no podriamos manejar, separar y combinar todos estos
detalles sin una figura trazada en el papel.

Por otra parte, antes de haber resuelto definitivamente el problema,
no se puede saber si es posible el trazo de una figura. ;Es posible satisfacer
por completo la condicién impuesta por el problema? No podemos afir-
marlo antes de obtener la solucién definitiva; no obstante, empezamos
aceptando una figura en la cual la incognita estd en relacién con los datos
segan lo prescrito por la condicién. Se podria entonces creer que, al trazar
la figura, hemos hecho una hipétesis gratuita.

No es el caso, o al menos no necesatiamente. No obramos incorrecta-
mente cuando, examinando el problema, consideramos la posibilidad de
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que exista un objeto que satisfaga la condicién impuesta a la incognita
y que se mantenga con los datos en la relacién requerida, con tal que no
confundamos la posibilidad con la certidumbre. Un juez no obra de forma
incortecta cuando, en el curso del interrogatorio a un acusado, considera
la hipétesis de culpabilidad, pero a condicién de que no atribuya a dicha
hipétesis un valor definitivo. El matematico, como el juez, puede examinar
una posibilidad, sin prejuicio alguno, difiriendo su fallo hasta el momento
en que el examen le haya dado un resultado definitivo.

El método que consiste en empezar el estudio de un problema de geo-
metria trazando una figura en la cual, por hipétesis, la condicidn se satis-
face, se remonta a los gedmetras griegos. Esto insintia la breve frase un
tanto enigmitica de Pappus: “Admitase que lo que se pide hacer se ha
hecho ya.” La recomendacion siguiente es un poco menos concisa, pero mas
clara: Dibuje una figura hipotética suponiendo la condicién del problema
totalmente satisfecha.

Esta recomendacién se aplica a los problemas de construccién geomé-
trica, pero no hay motivo alguno de limitarla a este tipo particular de pro-
blemas. Podemos hacerla extensiva a todos los “problemas por resolver”,
exponiéndola bajo la siguiente forma general: Examine la situacién hipo-
1ética en la cual la condicién del problema se supone totalmente satisfecha.

Compirese con PAPPUS, 6; pigina 136.

3. Estudiemos ahora algunos puntos que conciernen el dibujo practico
de figuras.

I) ¢Conviene trazar figuras de un modo exacto o aproximado, con o
sin instrumentos?

Cada forma tiene sus ventajas. Las figuras exactas juegan por principio,
en geometria, el mismo papel que las mediciones exactas en fisica, pero en
la prictica tienen menos importancia que éstas, ya que los teoremas de
geometria se verifican de un modo més extenso que las leyes de la fisica.
Sin embargo, los principiantes deben construir un gran namero de figuras
tan exactas como les sea posible, a fin de adquirir una buena base experi-
mental; en cuanto a los demds, una figura exacta puede igualmente sugerir-
les un teorema geométrico. No obstante, en lo que concierne al razona-
miento propiamente dicho, basta en general trazar cuidadosamente las
figuras a mano alzada, siendo este procedimiento mis expedito. Claro esti,
una figura no debe parecer absurda; las lineas supuestas rectas no deben
serpentear y lo que quiere ser un circulo no debe parecer una patata.

Sucede que una figura inexacta sugiere una conclusién errénea, pero
el peligro no es grande y podemos subsanatlo de diferentes modos, en
especial, modificando la figura. El peligro serd nulo si nos concentramos
en las relaciones l6gicas y asumimos que la figura no es méis que una
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ayuda, que no constituye la base de nuestras conclusiones; son las relacio-
nes l6gicas las que constituyen la base real. [Este punto se ilustra en forma
interesante en ciertas paradojas muy conocidas que explotan inteligente-
mente la inexactitud intencional de la figura.}

I1) Es importante que los elementos se agrupen segin las relaciones
requeridas, pero no importa el orden en el que son construidos. Escéjase
en consecuencia el orden mis practico. Si, por ejemplo, para ilustrar la idea
de la triseccién, usted quiere construir dos dngulos « y 8 tales que a = 38,
partiendo de un « cualquiera, usted no podré construir 8 con regla y com-
péis; pero si comienza por un 8 cualquiera, bastante pequefio, entonces no
tendri ninguna dificultad en la construccién de a.

II1) La figura no debe sugerir ninguna particularidad gratuita; sus
diferentes partes no deben mostrar ninguna relacion que no sea requerida
por el problema. Asi, por ejemplo, las lineas no deben parecer iguales o
perpendiculares entre si cuando el problema no lo requiere; los tridngulos
no deben parecer isésceles o rectangulos si dicha propiedad no la exige el
problema, El tridngulo cuyos dngulos miden 45°, 60° y 75° es el que, en
el sentido preciso del término, esti méis “alejado” de la forma del tridn-
gulo isésceles o rectingulo.* Este tridngulo o uno parecido es el que con-
viene trazar siempre que se quiera considerar un triingulo “cualquiera”.

IV) A fin de acentuar los diversos papeles que juegan diferentes li-
neas en una figura, se pueden trazar lineas de trazo grueso o delgado,
continuo o discontinuo (punteado), o incluso se pueden emplear diferen-
tes colores. Se trazari una linea de un trazo muy tenue si no se esta todavia
decidido por entero a emplearla como linea auxiliar. Se pueden representar
en rojo los elementos dados y emplear otros colores para hacer tesaltar las
partes importantes, como por ejemplo dos tridngulos semejantes, etc.

V) Para ilustrar los problemas de geometria del espacio, ;deben em-
plearse modelos de tres dimensiones o dibujos sobre el papel o el pizarrén?

Los modelos tridimensionales son deseables, pero incémodos de hacer
y costosos de adquirir. Asi pues, en general hay que conformarse con di-
bujos, pese a la dificultad de visualizarlos. Es muy conveniente que los
principiantes hagan algunos experimentos con la ayuda de modelos de
cartén, hechos por ellos mismos. Se pueden también emplear objetos usua-

% Si los 4ngulos de un tridngulo son @, B y y y se tiene 90° > a > f3
> y, entonces una al menos de las diferencias 90° —a, « — 8, B — y es < 15° a
menos que se tenga:

a=75° B=60° y=45°
En efecto,
3(90° — @) +2(a—B) + (B —y) _

15°
6
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les para ilustrar nociones geométricas. Asi por ejemplo, una caja, un la-
drillo, el salén de clase pueden representar un paralelepipedo rectangular,
un lapiz puede representar un cilindro, una pantalla un tronco de cono, etc.

4. Las figuras trazadas sobre el papel son ficiles de hacer, faciles de
reconocer y ficiles de recordar. Las figuras de la geometria plana nos son
particularmente familiares y los problemas que las conciernen especial-
mente accesibles. Podemos sacar algiin provecho de esta circunstancia cuan-
do tenemos que ocuparnos de objetos no geométricos si logramos encon-
trarles alguna representacién geométrica apropiada.

De hecho, las representaciones geométricas tales como grificas y dia-
gramas de todo tipo, se utilizan en todas las ciencias, no solamente en fi-
sica, quimica o ciencias naturales, sino también en economia e incluso en
psicologfa. Utilizando una representacién geométrica apropiada, tratamos
de expresarlo todo en el lenguaje de las figuras, de reducir todo tipo de
problemas a problemas de geometria.

Asi pues, incluso si el problema no es geométrico, usted puede tratar
de dibujar una figura. Encontrar una representacién geométrica clara a un
problema no geométrico puede permitir un avance sensible hacia la solucién.

El futuro matematico debe saber evidentemente resolver los problemas
con facilidad; pero ello no es suficiente. Hace falta también que pueda,
dado el caso, resolver problemas matemiticos importantes. Es por ello que
deberd, ante todo, descubrir para qué género de problemas esti natural-
mente dotado.

La parte mids importante de su trabajo consistiri en reconsiderar, en
conjunto, la solucién completa del problema. Estudiando la evolucién de
su trabajo y la forma final de la solucién, puede encontrar una variedad
infinita de puntos a observar. Puede meditar acerca de la dificultad del
problema y de la idea fundamental de la solucién. Puede tratar de ver lo
que le ha impedido y lo que finalmente le ha ayudado a resolver el pro-
blema. Puede buscar intuiciones simples como: /Podria haberse obtenido
el resultado de inmediato? Puede comparar y desarrollar diversos métodos:
¢Puede deducirse el resultado en forma diferente? Tratars de esclarecer el
problema comparindolo con otros resueltos anteriormente. Tratard de in-
ventar nuevos problemas que puede resolver basandose en el trabajo recién
hecho. (Puede utilizar el resultado, o el método, en algin otro problema?
Asimilando el problema que acaba de resolver, adquirird conocimientos
bien ordenados, que podri utilizar en cualquier momento.

El futuro matemitico aprende, como todo el mundo, por medio de la
imitacién y de la prictica. Buscara el correcto modelo a imitar. Observara
a un profesor que le estimule. Puede competir con un amigo capaz. Luego,
y es quizd lo mds importante, leerd no solamente libros de texto usuales,
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sino también buenos autores, hasta que encuentre uno cuyo estilo esté fcli-
nado a imitar. Le gustard y buscard lo que le parece simple, instructivo o
bello. Resolvera problemas, eligird aquellos que responden a su cuerda,
meditard acerca de su solucién e inventard nuevos problemas. Por estos
y otros medios debe intentar hacer su primer descubrimiento importante
por si mismo: debe descubrir sus gustos y aversiones, sus preferencias, su
propia linea.

Generalizacién. La generalizacién consiste en pasar del examen de
un objeto al examen de un conjunto de objetos, entre los cuales figura el
primero; o pasar del examen de un conjunto limitado de objetos al de un
conjunto mis extenso que incluya al conjunto limitado.

1. Si por casualidad encontramos la suma

1+ 8+ 27 + 64 = 100
podemos observar que puede expresarse bajo la forma curiosa
13 + 23 + 33 4 48 = 102

Es natural entonces plantearse la pregunta: ;Sucede con frecuencia que la
suma de cubos sucesivos, tales como

15 423 433 4 ...+ #8

sea un cuadrado? Haciendo tal pregunta, estamos generalizando. Dicha
generalizacién es acertada, pues conduce de una observacién particular a
una ley general notable. Muchos resultados se han obtenido en matemati-
cas, fisica y ciencias naturales gracias a generalizaciones de este tipo. Véase
INDUCCION E INDUCCION MATEMATICA, pagina 114.

2. La generalizacién puede ser til en Ja solucién de ciertos proble-
mas, Consideremos el siguiente de geometria del espacio: “Una recta y un
cctaedro regular estdn en una posicién relativa dada. Determinar un plano
que pase por la recta y corte al volumen en dos partes iguales.” Este pro-
blema puede parecer dificil, pero de hecho, una pequefia familiaridad con
Ja forma del cctaedro regular es suficiente para que venga a la mente el
siguiente problema, més general: “Una recta y un sélido con centro de si-
melria estin en una posicién relativa dada. Determinar un plano que pase
por la recta y que corte al sélido en dos partes iguales.” El plano requerido
pasa, naturalmente, por el centro de simetria del sélido; estd determinado
por el punto y la recta dada. Como el octaedro tiene también un centro
de simetria el problema original queda igualmente resuelto.

El lector no debe dejar de observar que el segundo problema, més ge-
neral que el primero es, sin embargo, mucho mds facil. De hecho, el me-
dio principal del que nos hemos valido para resolver el primer problema
ha sido inventar el segundo. Inventando el segundo problema, teconoce-
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mos el papel que juega el centro de simetria; hacemos resaltar la propiedad
esencial del octaedro con relacién al problema que se nos proponia, a sabet,
que tiene un centro de simetria.

Sucede a veces que el problema mis general es facil de resolver. Esto
puede parecer paradéjico, pero el ejemplo precedente prueba que ello no
tiene nada de excepcional. Inventando el problema general, hemos vencido
la principal dificultad que oftecia el problema particular. Después de esta
invencién lo que queda por hacer es la parte menos importante del tra-
bajo. Asi, en el ptesente caso, la solucién del problema general no es més
que una patte, la menos importante, de la del problema particular. Véase
PARADOJA DEL INVENTOR, pigina 138.

3. "Determinar el volumen de una piramide truncada de base cua-
drada, sabiendo que el lado de la base inferior es de 10 cm, el de la base
superior de 5 cm y la altura del tronco de pirimide, de 6 cm.” Sustituyendo
los nimeros 10, 5 y 6 por letras tales como 4, &, 4, generalizamos. Obte-
nemos un problema mis general que el primero, que podemos enunciat
como sigue: “"Determinar el volumen de una pirdimide truncada, sabiendo
que el lado de la base inferior es 4, el de la base superior 4, y que la altura
del tronco de pirdmide es 4.” Este tipo de generalizacién puede ser muy
atil. Pasando de un problema "numérico” a un problema "literal”, gana-
mos acceso a nuevos procedimientos; podemos variar los datos y, haciendo
esto, podemos verificar los resultados de diversos modos. Véase ;PUEDE
COMPROBAR EL RESULTADO?, 2; VARIACION DE PROBLEMA, 4.

¢Ha empleado usted todos los datos? Nuestros conocimientos se mo-
vilizan por decirlo asi progresivamente; nuestra concepcién de un problema
serd, pues, mucho mis rica al final de nuestra investigacién que al princi-
pio (PROGRESO Y LOGRO, 1). Peto, ;c6mo es ahora dicha concepcién? ;Te-
nemos todo lo que nos hace falta?; ;es adecuada?; sha empleado usted todos
los datos?; ;ha utilizado por completo la condicién? La pregunta correspon-
diente en el caso de “‘problemas por demostrar” es: JHa utilizado por com-
pleto la hipdtesis?

1. A modo de ilustracién, volvamos al “problema del paralelepipedo”
de la seccién 8 (reconsiderando en las secciones 10, 12, 14 y 15). Puede
suceder que un alumno, después de encontrar facilmente la idea de calcular
la diagonal de una cara, Va* + &2, se-detenga ahi. El profesor podti en-
tonces ayudatle preguntindole: “/Ha empleado usted todos los datos?” El

alumno no puede dejar de observar que la férmula V&2 + b2 no contiene
el tercer dato ¢. Deberd entonces tratar de hacer entrar en juego a ¢. Asi se
presentard la posibilidad de obsetvar el tridngulo rectingulo, que juega un

papel decisivo, cuyos lados son Va* + 4~ y ¢, y cuya hipotenusa es la dia-
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gonal del paralelepipedo que se busca. (Para otro ejemplo véase ELEMEN-
TOS AUXILIARES, 3; pigina 83.)

Las preguntas que tratamos aqui son de una importancia capital. El
ejemplo precedente muestra claramente el papel que desempefian en la
construccién de la solucién. Pueden ayudarnos a encontrar el punto débil
de nuestra concepcién del problema. Pueden descubrirnos el elemento que
nos falta. En efecto, cuando constatamos la ausencia de un elemento indis-
pensable, es natural que tratemos de hacerlo entrar en juego. Disponemos
asi de una llave, de una linea de conducta definida a seguir, que con fre-
cuencia nos llevara a la idea decisiva.

2. Las preguntas que estudiamos constituyen una ayuda no solamente
en la construccién de un razonamiento, sino también para su verificacién.
Para ser mis concretos, supongamos que tenemos que verificar la demos-
tracién de un teorema cuya hipdtesis comprende tres partes, esenciales las
tres para la exactitud del teorema. Es decir, que si se descarta una de
las partes de la hipétesis, el teorema deja de ser cierto y, por consiguiente,
su demostracién errénea. ;Se emplea en la demostracion la hipdtesis com-
pleta?; ;se emplea en ella la primera parte de la hipdtesis?; ;dénde se
emplea?; ;se emplea la segunda parte? la tercera? Respondiendo a estas
preguntas nos aseguramos de la exactitud de la demostracién.

Este tipo de discusién es eficaz, instructivo y casi indispensable para
una perfecta comprensién de la demostracién cuando la argumentacién es
larga y complicada, tal como lo debe saber el LECTOR INTELIGENTE.

3. La finalidad de las preguntas que hemos tratado es la de examinar
si nuestra concepcion del problema es completa. No lo serd con toda segu-
ridad si olvidamos el considerar un dato esencial, una condicién de la hi-
pétesis. Tampoco lo serd si no captamos el significado exacto de alguno
de los términos esenciales. Asi pues, para examinar nuestra concepcién del
problema, nos debemos plantear la siguiente pregunta: “;Ha tenido en
cuenta todas las nociones esenciales que comporta el problema?”’ Véase
DEFINICION, 7; pagina 72.

4. Las observaciones precedentes, sin embargo, estin sujetas a cierta
cautela y a ciertas limitaciones. De hecho, no se pueden aplicar directamen-
te sino a los problemas "'bien planteados” y “razonables”.

Un "problema pot resolver” bien planteado y razonable debe tener
todos los datos necesarios sin que ninguno sea superfluo; la condicién debe
ser suficiente sin ser ni contradictoria ni redundante. Al resolver un pro-
blema de este tipo, debemos emplear naturalmente todos los datos y la
condiciéon completa.

El objeto de un “problema por demostrar” es un teorema matematico.
Si tal problema esti bien planteado y es razonable, cada cléusula de la
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hipétesis del teorema debe ser esencial a su conclusién. Al demostrar un
teorema de este tipo, debemos emplear naturalmente todas las cldusulas
de la hipétesis.

Los problemas matematicos propuestos en los libros de texto deben ser,
o al menos deberfan serlo, razonables. Sin embargo, no debemos de des-
cuidar el espiritu de critica; cuando se plantea la més ligera duda, debemos
preguntarnos: (ES POSIBLE SATISFACER LA CONDICION? Al tratar de res-
ponder a esta pregunta o a una similar, debemos asegurarnos, en la medida
de lo posible, de que nuestro problema ha sido tan bien planteado como
se supone que lo debe ser.

La pregunta que constituye el titulo del presente articulo y las pre-
guntas del mismo tipo no deben plantearse bajo dicha forma mais que en
los casos en que, a nuestro conocimiento, el problema propuesto es razo-
nable y expuesto de un modo perfecto, o al menos cuando no tenemos nin-
guna razén de suponer lo contrario.

5. Ciertos problemas no matematicos pueden estar, en cierto sentido,
“bien planteados”. Asi por ejemplo, se supone que los problemas de aje-
drez serios tienen una sola solucién sin que aparezca en el tablero ninguna
pieza superflua.

Sin embargo, en general, los PROBLEMAS PRACTICOS estan lejos de res-
ponder a esta perfeccion y conviene entonces reconsiderar a fondo las pre-
guntas tratadas en este articulo.

He aqui un problema relacionado con el suyo y que usted ha re-
suelto ya. He aqui una buena noticia; un problema del cual conocemos
la solucién y que tiene relaciones con el problema propuesto es cen toda
seguridad bienvenido. Y lo serd tanto mas en la medida que la relacién sea
mis estrecha y la solucién mas simple. Son muchas las posibilidades para
que tal problema nos ayude a resolver el que nos interesa.

La situacién que aqui examinamos es caracteristica e importante. A fin
de verla claramente, comparémosla a la situacién en que nos encontramos
cuando trabajamos en un problema auxiliar. En ambos casos, para resolver
un cierto problema A, introducimos y examinamos otro problema B, con
la esperanza de poder sacar algn provecho para la solucién del problema
propuesto A de la consideracién del otro problema B. La diferencia estd en
nuestra relacién con B. Aqui hemos logrado recordar un antiguo proble-
ma B, del cual conocemos la solucién, pero sin saber todavia cémo emplear-
la. Ahi hemos inventado un nuevo problema B; sabemos (o al menos en-
trevemos) el modo de utilizar B, pero sin saber todavia cémo resolverlo. La
dificultad que B representa para nosotros determina la diferencia entre las
dos situaciones. Una vez remontada esta dificultad, podemos emplear B de
la misma manera en los dos casos, es decir, utilizar ya sea el resultado o el
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método (como se ha explicado en PROBLEMA AUXILIAR, 3) o incluso, con
un poco de suerte, podemos emplear los dos a la vez. En la situacién consi-
derada aqui, conocemos la solucién de B, pero sin saber todavia cémo
emplearla. Asi pues, nos planteamos las siguientes preguntas: ;Puede usted
utilizarlo?; ; puede emplear su resultado?; ;puede utilizar su método?

La intencién de utilizar un cierto problema ya resuelto influye sobre
nuestra concepcién del problema actual. Buscando establecer un lazo de
unién entre ellos, introducimos en el nuevo problema elementos correspon-
dientes a ciertos elementos importantes del antiguo problema. Por ejemplo,
si nuestro problema consiste en determinar la esfera circunscrita alrededor
de un tetraedro dado -—lo que constituye un problema de geometria del
espacio— podemos valernos de un problema anélogo, ya resuelto, de geo-
metria plana, que consiste en determinar el circulo circunscrito alrededor
de un tridngulo dado. Recordamos ahora que, para este ultimo problema,
nos valimos de las mediatrices de los lados del tridngulo. Parece, pues,
indicado tratar de introducir aqui algan elemento anilogo. Ello nos lleva
asi a la eleccién, como elementos auxiliares correspondientes, de los planos
perpendiculares en los puntos medios de las aristas del tetraedro. Gracias
a esta idea, nos es entonces facil encontrar la solucién del problema de geo-
metria en el espacio, siguiendo la analogia que presenta con la del problema
de geometria plana del que nos hemos acordado.

Este ejemplo es tipico. La consideracién de un problema relativo al
nuestro y ya resuelto, nos lleva a introducir elementos auxiliares, y esta
introduccién de elementos apropiados nos permite deducir del problema
relativo el maximo provecho para la solucién del problema inicial. Tal es
el resultado que buscabamos cuando, pensando en la utilidad posible de un
problema ya resuelto, nos preguntabamos: ¢Debe introducir ciertos elemen-
tos auxiliares que le permitan hacer uso de él?

He aqui un teorema ya demostrado relativo al suyo. Esta version de la
observacién que tratamos aqui se ilustra en la seccién 19.

Heuristica o heurética, o “ars inveniendi”, tal era el nombre de una
ciencia bastante mal definida y que se relacionaba tan pronto a la légica,
como a la filosofia o a la psicologia. Se exponian con frecuencia las lineas
generales, pero rara vez sus detalles. En nuestros dias esti pricticamente
olvidada. Tenia por objeto el estudio de las reglas y de los métodos del
descubrimiento y de la invencién. Se pueden encontrar algunas trazas de
este estudio entre los comentadores de Euclides; un parrafo de PAPPUS es
particularmente interesante sobre este tema. LOs ensayos mds conocidos
sobre la construccién de un sistema heuristico son debidos a DESCARTES y
LeBNIZ, ambos filésofos y matemiticos célebres. Igualmente debemos
a Bernard BoLZANO una exposicién sobre heuristica detallada y notable. La
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presente obra trata de revivir la heuristica bajo una forma moderna y desde
luego modesta. Véase HEURISTICA MODERNA.

Heurfstica, como adjetivo, significa “servicio al investigador”.

Heuristica mederna. La heuristica moderna trata de comprender el
método que conduce a la solucién‘de problemas, en particular las operacio-
nes mentales tipicamente dtiles en este proceso. Son diversas sus fuentes de
informacién y no se debe descuidar ninguna. Un estudio setio de la heuris-
tica debe tener en cuenta el trasfondo tanto ldgico, como psicolégico; no
deben descuidarse las aportaciones al tema hechas por autores tales como
Pappus, Descartes, Leibniz y Bolzano, pero debe apegarse més a la expe-
riencia objetiva. Una experiencia que resulta a la vez de la solucién de
problemas y de la observacion de los métodos del préjimo, constituye
la base sobre la cual se construye la heuristica. En este estudio buscare-
mos, sin descuidar ningtin tipo de problema, los puntos comunes de las
diversas formas de tratar cada uno de ellos y después trataremos de
determinar las caracteristicas generales independientes del tema del pro-
blema. Un tal estudio tiene objetivos “practicos”; una mejor compren-
sién de las operaciones mentales tipicamente ttiles en la solucién de
un problema puede en efecto influir favorablemente en los métodos
de la ensefanza, en particular en lo que se refiere a las matematicas.

La presente obra presenta el primer intento de realizar este programa.
Examinemos, pues, cémo los diversos articulos de nuestro diccionatio pue-
den contribuir a tal resultado.

1. Nouestra lista constituye en suma una enumeracién de las operacio-
nes mentales tipicamente utiles para resolver problemas; a dichas opera-
ciones se hace alusién por medio de las preguntas y sugerencias que se
presentan. Algunas de ellas se describen de nuevo en la Segunda Parte,
otras, ilustradas mediante ejemplos, se consideran mis a fondo en la
Primera Parte.

Si se desea una informacién méis completa sobre alguna de las preguntas
o sugerencias, €l lector deberd remitirse a los articulos del Diccionario que
llevan por titulos las primeras frases de los quince parrafos de dicha lista:
{CUAL ES LA INCOGNITA? ;ES POSIBLE SATISFACER LA CONDICION? DIBU JE
UNA FIGURA. .. JPUEDE UTILIZAR EL RESULTADO? Para detalles particu-
lares sobre los que se quiera profundizar, el lector podré referirse a las
primeras palabtas del parrafo donde aparece este detalle y después encon-
trar el articulo del Diccionario cuyo titulo lo constituyen esas palabras. Por
ejemplo, la sugerencia Refiérase a las definiciones figura en el parrafo de
la lista cuya primera frase es: ;PODRIA ENUNCIAR EL PROBLEMA EN FOR-
MA DIFERENTE? Bajo este titulo se encuentra una referencia al articulo
DEFINICION que explica e ilustra la sugerencia en cuestién,
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2. El método que conduce a la solucién de problemas es complejo y
presenta diferentes aspectos. Los doce articulos principales del Diccionario
estudian ampliamente algunos; mencionaremos los titulos en los parrafos
que siguen.

Cuando trabajamos con ahinco somos muy sensibles al progreso de
nuestro trabajo: estamos contentos cuando es ripido, deprimidos cuando
es lento. ;Qué es esencial para PROGRESAR Y ALCANZAR EL LOGRO cuan-
do resolvemos problemas? El articulo que trata de esta cuestién se cita
con frecuencia en el Diccionario y conviene leerlo de inmediato.

Al tratar de resolver un problema, consideramos sucesivamente sus di-
versos aspectos, les damos vueltas sin cesar en la mente; una VARIACION DEL
PROBLEMA es esencial en nuestro trabajo .Podemos variarlo DESCOMPO-
NIENDO Y RECOMPONIENDO sus elementos, refiriéndonos a la DEFINICION
de algunos de sus términos; podemos también utilizar los recursos que
ofrece la GENERALIZACION, PARTICULARIZACION y ANALOGIA. Una varia-
cién del problema puede llevarnos a ELEMENTOS AUXILIARES o al descu-
brimiento de un PROBLEMA AUXILIAR mas accesible.

Tenemos que distinguir cuidadosamente entre PROBLEMAS POR RESOL-
VER y PROBLEMAS POR DEMOSTRAR. Dado que nuestra lista estd especial-
mente adaptada a los primeros, convendré revisarla, modificar algunas de
sus preguntas y sugerencias a fin de poder aplicarlas del mismo modo a
los segundos.

En todo tipo de problemas, pero sobre todo en los mateméticos que
ofrecen dificultad, es siempre @til y 2 menudo indispensable, el emplear
una NOTACION apropiada, al igual que FIGURAS geométricas.

3. El método que conduce a la solucién de problemas se presenta bajo
muchos aspectos, algunos de los cuales no han sido tratados en esta obra
y otros lo han sido muy brevemente. Hemos estimado en efecto que, en
una primera exposicion rapida, no habia lugar para el estudio de puntos
muy sutiles, demasiado técnicos o muy controvertidos.

Un RAZONAMIENTO HEURISTICO provisional, tan sélo plausible, tiene
un valor importante en el descubrimiento de la solucién, pero no debe
admitirse como una demostracién; incumbe a cada uno adivinat, pero tam-
bién EXAMINAR LAS HIPOTESIS. La naturaleza del razonamiento heuristico
se trata en INDICIOS DE PROGRESO, pero la discusion se podria ahondar.

Es importante para nuestro tema el examinar ciertos modelos 16gicos,
pero nos ha parecido preferible no introducir ningin articulo técnico. Dos
articulos solamente se dedican predominantemente a aspectos psicologicos:
DETERMINACION, ESPERANZA, EXITOS y TRABA JO SUBCONSCIENTE. Se en-
contrard también una observacién incidental sobre la psicologia animal.
Véase RAZONAMIENTO REGRESIVO, pagina 174.
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Hemos subrayado el hecho de que los problemas de todo tipo, en pat-
ticular los PROBLEMAS PRACTICOS, e incluso los ENIGMAS, pertenecen al
dominio de la heuristica. Igualmente insistimos sobre el hecho de que nin-
gun estudio serio podra admitir las REGLAS DEL DESCUBRIMIENTO COMO in-
falibles.

La heuristica trata del comportamiento humano frente a los proble-
mas; este estudio se remonta, al parecer, a los primeros tiempos de la so-
ciedad y la quintaesencia de estas discusiones antiguas se conserva en la
SABIDURIA DE LOS PROVERBIOS.

4. Hemos introducido en nuestra obra algunos articulos sobre cuestio-
nes de detalle y hemos tratado con largueza otros sobre cuestiones generales
en la medida que podian, en su totalidad o en parte, presentar cierto inte-
rés a los alumnos o a los profesores.

Ciertos articulos tratan cuestiones de método con frecuencia importantes
en matematicas elementales, asi como PAPPUS, RAZONAMIENTO REGRESIVO
(ya citado en el nim. 3), REDUCCION AL ABSURDO Y DEMOSTRACION INDI-
RECTA, INDUCCION E INDUCCION MATEMATICA, PLANTEO DE LA ECUA-
CION, EXAMEN DE DIMENSIONES y ;POR QUE LAS DEMOSTRACIONES?
Algunos articulos van dirigidos particularmente a los profesores, por ejem-
plo, PROBLEMA DE RUTINA y DIAGNOSTICO, otros a alumnos por encima
del término medio como el AFICIONADO A RESOLVER PROBLEMAS, el LEC-
TOR INTELIGENTE y el FUTURO MATEMATICO.

Mencionemos aqui que los didlogos entre profesor y alumno, que apa-
recen en las secciones 8, 10, 18, 19, 20, y en diversos articulos del diccio-
nario, pueden servir de modelos no solamente al profesor que trata de guiar
su clase, sino también a todos aquellos que trabajan solos en la solucién de
problemas. Describir el pensamiento como un “discurso mental”’, como una
especie de conversacion del individuo consigo mismo, no es un error. Los
didlogos en cuestién muestran los progresos de la solucién; aquel que in-
tenta resolver un problema hablando consigo mismo puede progresar si-
guiendo un curso similar.

5. No vamos a enumerar los titulos restantes; sélo mencionaremos
algunos agrupindolos segin el tema.

Ciertos articulos contienen observaciones sobre la historia del tema de
nuestra obra, sobre DESCARTES, LEIBNIZ, BOLZANO, sobre HEURISTICA,
sobre TERMINOS ANTIGUOS Y NUEVOS y sobre PAPPUS (este altimo ya ci-
tado en el parrafo 4).

Algunos articulos explican términos técnicos: CONDICION, COROLARIO,
LEMA.

Otros articulos s6lo hacen referencia a otro (indicados por un aste-
risco * en el Indice).
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6. La heuristica tiende a la generalidad, al estudio de métodos, inde-
pendientes de.la cuestién tratada y se aplica a problemas de todo tipo. La
presente exposicion, sin embargo, presenta como ejemplos problemas de
matematicas elementales, lo que impone ciertos limites a nuestro estudio.
Esperamos que dichos limites no desviarin seriamente su orientacién gene-
ral. En efecto, los problemas de matemiticas elementales presentan toda la
variedad deseable y las investigaciones sobre el modo de resolverlos son
particularmente accesibles e interesantes. Ademas, los problemas no mate-
méticos, pese a lo poco citados, no se han descartado por completo. En
cuanto a los problemas matemdticos mas avanzados, sin citarse nunca de
un modo directo, constituyen el verdadero fondo de la presente obra. El
matemético experto que se interese en este tipo de estudio puede fécil-
mente completar nuestro trabajo por medio de ejemplos obtenidos de su
propia experiencia si quiere estudiar mis de cetca los puntos ilustrados
aqui por medio de ejemplos elementales.

7. El autor desea asentar aqui la deuda contraida con algunos autores
modernos de los que no se hace mencién en el articulo presente y expresat
su agradecimiento. Ellos son el fisico y filésofo Ernst Mach, el matematico
Jacques Hadamard, los psicélogos William James y Wolfgang Kohler. Nos
complace igualmente el citar los nombres del psicélogo K. Duncker y del
matematico F. Krauss, cuya obra (publicada cuando la nuestra estaba ya
avanzada y en parte publicada) presenta ciertas observaciones paralelas a
las nuestras.

Indicios de progreso. Cuando Colén y sus compafieros navegaban
hacia el oeste sobre un océano desconocido, se sentian reconfortados al di-
visar pijaros. En efecto, éstos les representaban un indicio favorable de la
proximidad de tierra. Ello fue causa de repetidas decepciones. Vigilaban
también otras sefiales. Creian que ciertas corrientes de agua, algunas con-
densaciones de nubes bajas serfan indicios de tierra, pero nuevamente se
desengafiaron. Un dia, sin embargo, los indicios se multiplicaron. El jue-
ves 11 de octubre de 1492, los de La Pinta recogieron del mar “una cafia
y un palo y tomaron otro palillo labrado, a lo que parecia, con hierro, y
un pedazo de cafia y otra yerba que nace en tierra y una tablilla. La tripu-
lacién de La Nijia también percibié tierra cercana al recoger una rama de
baya, con sus frutos. Con estas sefiales respiraron y alegrironse todos.” *
Y de hecho, al dia siguiente, tuvieron tierra a la vista, era la primera isla
del Nuevo Mundo.

Sea cual sea la importancia de nuestra empresa, sea cual sea el tipo de
problema que se nos propone, cuando trabajamos con el deseo de logro,

* Navartete, vol, I, pdg. 19. (N. del T.)
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esperamos ansiosamente los indicios de progreso como Colén y sus compa-
fieros esperaban los que indicasen la proximidad de tierra. Examinaremos
algunos ejemplos que ayudarin a comprender lo que podemos considerar,
con razén, como un indicio del acercamiento a la solucién.

L. Ejemplos. He aqui un problema de ajedrez. Debo dar, en dos ju-
gadas, jaque mate al rey negro. Sobre el tablero se ve un caballo blanco, bas-
tante alejado del rey negro y que parece indtil. ;Cual puede ser su utilidad?
En principio estoy obligado a dejar esta pregunta sin respuesta. Sin em-
bargo, tras diversos intentos, imagino una nueva jugada y observo que
haria entrar en jucgo dicho caballo blanco aparentemente inatil. Esta obset-
vacién renueva mis esperanzas y la miro como un indicio favorable: esta
jugada puede ser buena. ;Por qué?

En un probiema de ajedrez bien planteado no aparecen piezas indtiles.
Debemos, pues, tener en cuenta todas las piezas del juego, emplear todos
los datos. La correcta solucién debe con toda seguridad emplear todas las
piezas, incluso ese caballo blanco. En este Gltimo aspecto la nueva jugada
que estoy estudiando concuerda con la jugada correcta que tengo que en-
contrar. Parece ser la jugada correcta; podria ser esta jugada,

Es interesante considerar una situacién similar en un problema de
matemdticas. Supongamos que tenemos que expresar el 4rea de un tridn-
gulo en funcién de sus tres lados 4, 4 y ¢. Hemos concebido una especie
de plan. Sabemos, méds o menos, las relaciones geométricas que tenemos
que tener en cuenta y qué tipo de calculos tenemos que hacer. Sin embargo,
no estamos del todo seguros en cuanto a la conveniencia del plan. Si en este
momento, al seguir la linea de conducta indicada por el plan, observamos
que la cantidad

Vé+e—a
forma parte de la expresion del drea buscada, tenemos razén al sentirnos
alentados. ;Por qué?

En efecto, hay que tener en cuenta que la suma de dos lados cuales-
quiera de un tridngulo es mayor que el tercer lado, lo que implica una cierta
restriccion, Las longitudes dadas «, & y ¢ no pueden ser por lo tanto arbi-
trarias; por ejemplo, & + ¢ debe ser mayor que 4. Esto constituye una parte
esencial de la condicién y debemos #tilizar la condicidn completa. Si b + ¢
no es mayor que «, la férmula que buscamos serd entonces forzosamente
ilusoria. Por otra parte, la rafz cuadrada antes indicada resulta imaginaria
si b+ ¢ — a es negativo, es decir, si 4 + ¢ es menor que 4, y asi, la raiz
cuadrada no representa una cantidad real bajo las circunstancias mismas
en que la expresion deseada se torna ilusoria. Asi pues, una férmula en la
cual entra dicha rafz cuadrada tiene una propiedad importante en coman
con la fétmula real del 4rea; podria ser la propia férmula.
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He aqui otro ejemplo. Hace algan tiempo queria demcstrar un teorema
de geometria del espacio. Sin mayor dificultad encontré una primera obset-
vacidén que me parecié pertinente; tras ello me estanqué. Me faltaba algo
para llevar al cabo la demostracién. Ese dfa, cuando abandoné el trabajo,
tenfa una nocién mucho més clara que al principio de lo que debfa ser la
demostracién, el modo en que debia llenarse la laguna; pero no estaba en
condiciones de lograrlo. Al dia siguiente, tras un buen descanso por la
noche, abordé de nuevo la cuestién y no tardé en caer sobre un problema
anilogo de geometria plana. De pronto tuve la conviccién de tener la solu-
cién y tenia, creo, una buena razén para estar convencido de ello. ;Por qué?

En efecto, la analogia es una guia de grandes recursos. La solucién de
un problema de geometria del espacio depende con frecuencia de la de un
problema analogo de geometria plana (Véase ANALOGIA, 3-7). Asi, en mi
caso, habia desde el principio una oportunidad para que la demostracién
deseada utilizase como lema alglin teorema de geometria plana semejante
al que vino a mi mente. “Este teorema se parece al lema que necesito, quiza
es el lema mismo.” Tal fue mi razonamicnto.

Si Colén y sus hombres se hubiesen tomado el trabajo de reflexionar,
hubiesen razonado de un modo analogo. Sabian, en efecto, el cariz que
toma el mar cerca de las costas; sabian que, con mas frecuencia que en alta
mat, se ven volar pajaros, que hay objetos flotando en las aguas que provie-
nen de las costas. Muchos de entre ellos debian haber hecho estas observa-
ciones en el transcurso de viajes precedentes al acercarse a tierra. La vispera
del dia memorable en que divisaron la isla de San Salvador, dado que los
objetos que flotaban eran cada vez mis numerosos, pensaron: “Se diria
que nos acercamos a tierra; es posible que nos estemos aproximando a
tierra” y ““con estas sefiales respiraron y alegrironse todos”.

2. Cardcter henristico de los indicios de progreso. Vamos a insistir
sobre un punto quizé claro para todos, pero su importancia es tal que debe
conocerse perfectamente.

El tipo de razonamiento ilustrado por los ejemplos precedentes merece
ser abordado, pese a que no suministre mis que una indicacién plausible
y no una certeza. Vamos a formular de nuevo uno de estos razonamientos,
insistiendo con gran lujo de detalles que lo hardn un tanto pedante.

Cuando nos acetcamos a tierra, vemos con frecuencia pajaros.

Ahora vemos pajaros.

Por lo tanto, probablemente nos acercamos a tierra.

Sin la palabra “‘probablemente” la conclusién seria completamente
falsa. De hecho, Colén y sus compafieros vieron con frecuencia pajaros sin
que ello indicase la proximidad de fierra. Se decepcionaron. Sélo una vez
sus esperanzas fueron justificadas.
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Con Ia palabra “probablemente” la conclusién es razonable sin ser una
demostracién concluyente; es sélo una indicacién, una sugerencia heurfs-
tica. Serfa un grave error olvidar esta reserva y ver la conclusién como una
certeza, pero seria mis grave ain el no considerarla en lo absoluto. Si se
considera como cierta una conclusién heuristica, se corre el riesgo de enga-
farse y decepcionarse; pero si se descuidan totalmente tales conclusiones,
ningin progreso es posible. Los més importantes indicios de progreso son
de cardcter heuristico. ;Hay que fiarse de ellos?; ¢hay que seguirlos? Si,
pero bien abiertos los ojos, sin distraer la atencién, sin dejar de juzgar.

3. Indicios propiamente significativos. Podemos examinar los ejem-
plos precedentes desde otro punto de vista.

En uno de ellos considerabamos como un indicio favorable el hecho
de haber logrado emplear un dato del que no nos habiamos valido todavia
(el caballo blanco). Estabamos en lo justo. De hecho, resolver un proble-
ma, esencialmente es encontrar la relacién entre los datos y la incognita.
Ademas se debe, al menos en los problemas bien planteados, ##ilizar todos
los datos y establecer la relacién existente entre cada uno de ellos y la in-
cognita. Por consiguiente, introducir en el problema un dato mas es propia-
mente un progreso, un paso adelante.

En otro ejemplo considerdbamos como un indicio favorable el hecho
de que la férmula tenfa en cuenta una cliusula esencial de la condicién:
ahi también estibamos en lo justo. En efecto, debemos wtilizar la condi-
cion completa. Asi pues, tener en cuenta otra clausula de la condicién es
también —a justo titulo— considerado como un progreso, un paso en la
buena direccién.

En un tercer caso veiamos como indicio favorable el descubrimiento de
un problema anilogo mis simple. Ello se justifica igualmente. Con toda
seguridad la analogia es una de las principales fuentes de Ia invencién. En
caso de fracaso por otros medios, debemos de tratar de imaginar un pro-
blema andlogo. Si este tipo de problema se presenta espontineamente, po-
demos alegrarnos: sentimos que la solucién estd cerca.

Después de estos ejemplos, sera facil ahora el concebir la idea general.
Existen ciertas operaciones mentales tipicamente utiles para resolver pro-
blemas. Nuestra lista contiene las mas utiles. Si tal operacién tipica lo
logra, ya sea que otro dato se ha relacionado a la incégnita, ya sea que otra
clausula de la condicién se ha considerado, ya sea que se tenga el recurso
de un problema andlogo mds simple, su éxito debe considerarse como un
indicio de progreso. Una vez comprendido este punto esencial, podemos
exptesar més claramente la naturaleza de otros indicios; nos basta referit-
nos a la lista y examinar las diversas preguntas y sugerencias desde el nuevo
punto de vista adoptado.
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Asi pues, comprender claramente la naturaleza de la incégnita consti-
tuye un progreso. Disponer juiciosamente los diversos datos de modo de
poder acordarse ficilmente de todos ellos, puede ser otro. Visualizar con
toda nitidez la condicién en su conjunto indica también un adelanto im-
portante; y separar la condicién en elementos apropiados puede representar
un paso decisivo. Cada vez que logremos encontrar un figura facil de ima-
ginar o una notacién facil de retener, podemos estimar con toda razén que
hay progreso. El recuerdo de #n problema que se relaciona al nuestro y
que ya hemos resuelto puede ser un descubrimiento esencial que nos hard
progresar en la direccién correcta.

Y asi por el estilo. A cada operacién mental claramente concebida le
corresponde un cierto indicio altamente significativo. Consultada con cui-
dado, nuestra lista nos indicard igualmente los indicios de progreso.

Ahora bien, como lo hemos dicho en repetidas ocasiones, las preguntas
y sugerencias de dicha lista son sencillas, evidentes y provienen del mas
llano sentido comin. Lo mismo se puede decir de los indicios de progreso
de los que acabamos de hablar. Para descifrar dichos indicios no se requie-
ren ciencias ocultas, basta simplemente un poco de sentido comun vy, claro
esta, cierta experiencia.

4. Indicios menos evidentes. Cuando trabajamos intensamente senti-
mos el ritmo de nuestro adelanto: si es rapido nos alegramos, si lento nos
deprimimos. Resentimos claramente estas diferencias pese a no poder dis-
tinguir el menor indicio. Humores, sensaciones, aspectos generales de la
situacién nos indican los posibles progresos. Sin embargo, dichas impresio-
nes no son faciles de expresar. “Esto me parece bien” ¢ “esto me parece
mal” dice la gente sencilla. Las personas mas cultivadas se expresan de
modo mas matizado: “Este es un plan bien equilibrado” o " no, falta al-
gan elemento y ello destruye la armonia.” Sin embargo, detras de estas
expresiones simples o alambicadas se disimula un sentimiento evidente que
seguimos con confianza y que nos conduce con frecuencia en la direccién
correcta. Si esta sensacion es violenta y surge de pronto, hablamos de ins-
piracién. En general no se duda de estas inspiraciones, pero sucede a veces
que resultan engafiosas. De hecho, deberfamos tratar estas sensaciones, es-
tas inspiraciones que nos guian, exactamente como los indicios mas signi-
ficativos considerados antes: fiarse de ellos, pero con los ojos abiertos.

Seguir siempre las inspiraciones —pero dudando un poco.

[;Cual es la naturaleza de estos sentimientos que nos guian? ;Hay al-
gin sentido preciso tras las palabras de matiz estético, tales como “bien
equilibrado™ o “armonioso”? Estas preguntas pueden ser mas especulativas
que practicas, pero hacen un llamado a respuestas que ameritan, quizi, un
lugar en esta obra: dado que los indicios de progreso propiamente signi-
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ficativos, estin ligados al éxito o al fracaso de ciertas operaciones mentales
bastante definidas, podemos sospechar que los sentimientos que nos guian,
menos ficiles de expresar, pueden estar relacionados del mismo modo a
otras actividades mentales, mds oscuras, cuya naturaleza es quizd mas “psi-
colégica” y menos “légica”. ]

5. Como ayudan los indicios. Tengo un plan. Veo claramente por
donde debo empezar y cudles serin las primeras ctapas. Sin embargo, no
veo muy bien la continuacién del itinerario, no estoy del todo seguro que
mi plan sea bueno y, por lo demds, me queda un largo camino por reco-
reer. Empiezo, pues, con precaucién en la direccién indicada por el plan,
manteniéndome a la espectativa de cualquier indicio de progreso. Si estos
indicios son raros o estin mal definidos, empiezo a dudar. Y si, durante
largos intervalos, no distingo ninguno, puedo perder entusiasmo, dar me-
dia vuelta y ensayar otro camino. Por ¢l contrario, si los indicios son mas
frecuentes a medida que adelanto, si se multiplican, mi duda desaparece,
mi confianza se acrecienta y avanzo con seguridad cada vez mayor, tal
como Colén y sus compafieros poco antes de divisar la isla de San Salvador.

Los indicios pueden guiar nuestros actos. La ausencia de ellos puede
advertirnos que estamos en un callején sin salida y evitarnos una pér-
dida de ticmpo y un esfuerzo vano, en tanto que su presencia nos permite
concentrar nuestros esfuerzos sobre el punto esencial.

No obstante, los indicios pueden ser engafiosos. En cierta ocasién aban-
doné ¢l camino que habia tomado por falta de indicios, pero alguien des-
pués de mi llevd la cosa un poco mas lejos y descubrié algo importante —a
mi gran pesar y mis vivo enfado—; no solamente perseveré més que yo,
sino que descifré correctamente un indicio que yo no habia observado, Sin
embargo, puede suceder también el seguir con todo optimismo un camino
tapizado de indicios favorables y de pronto caer en.un obsticulo insospe-
chado ¢ insuperable.

Si, los indicios pucden a veces inducirnos en error, pero las mas de las
veces nos levan al camino correcto. Un cazador profesional puede, de vez
cn cuando, mal interpretar las huellas de la presa que persigue, pero en
general no se equivoca; de otro modo no podria vivir de la caza.

Se requicere experiencia para interpretar correctamente los indicios, Al-
gunos de los compafieros de Colén sabian con toda seguridad, por expe-
riencia, el aspecto que toma ¢l mar en la proximidad de ticrra y podian,
por consiguicnte, distinguir los indicios que aparecian al acercarse a ella.
Un experto sabe por experiencia cdmo se presenta la situacion cuando la
solucidn estd cerca y podra, por consiguicnte, distinguir los indicios corres-
pondientes. Conoce, ¢s cierto, mayor nimero de indicios que un profano
y los conoce mejor: su principal ventaja reside precisamente en este conoci-
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miento. Un cazador experimentado detecta las huellas de la presa y puede
decir si son recientes o no, en tanto que un individuo sin experiencia es
incapaz de ver algo en ello.

La ventaja esencial del hombre excepcionalmente dotado puede residir
en una especie de sensibilidad mental extraordinaria. Es esta sensibilidad la
que le permitird detectar los indicios mds sutiles del progreso y observar
la ausencia de ellos, ahi donde otra persona menos dotada seria incapaz de
ver la menor diferencia.

{6. Silogismo henristico. En la seccidén 2 hemos descubierto un modo
de razonamiento heuristico que amerita ser examinado mas a fondo y recibir
una denominacién técnica. Comencemos por formular de nuevo dicho razo-
namiento bajo la forma siguiente:

Cuando nos acercamos a tierra, con frecuencia vemos péjaros.
Ahora vemos pajaros.

Por consiguiente, se torna mas factible que nos aproximemos a tierra.

Las dos primeras proposiciones (arriba de la horizontal) pueden lla-
marse premisas, la tercera (bajo la horizontal), conclusién. Al conjunto
del razonamiento lo podemos llamar silogismo heuristico.

Las premisas se formulan aqui bajo la misma forma que en la sec-
cidén 2, pero la conclusién se enuncia de modo mis cuidadoso: se destaca
mejor una circunstancia esencial. Coldn y sus hombres suponian desde el
principio que navegando hacia el oeste encontrarian finalmente tierra;
debian haber atribuido cierta seguridad a esta hipétesis, sin la cual no hu-
biesen emprendido el viaje. En el transcurso de éste, establecian una rela-
cién entre cada incidente, mayor o menor, y la pregunta primordial: ";Nos
acercamos a tierra?” La confianza crecia o decrecia, seglin los acontecimicn-
tos, y la conviccién de cada uno variaba en forma mis o menos diferente,
segin su medio y su personalidad. Toda la tensién dramatica del viaje se
debe a tales fluctuaciones de la confianza.

El silogismo heuristico que hemos presentado suministra una base ra-
zonable a dicha variacién de grado de confianza. El papel fundamental de
ese tipo de razonamiento es permitir dichas variaciones y dicho aspecto se
expresa mejor por medio de la actual terminologia que en la scecion 2.

El razonamiento sugerido por el ejemplo se puede expresar asi:

Si A es cierto, B ¢s igualmente cicrto, como sabemos.
Ahora bicn, resulta que B es cierto.

Por consiguiente, 4 resulta mas factible.

En forma mas breve:
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Si A, entonces B
B cierto

A mas factible.

En este enunciado esquemitico, la linea horizontal sustituye a las pala-
bras “por consiguiente” y expresa la implicacién, la relacién esencial entre
las premisas y la conclusion.}

{7. Naturdleza del razonamiento plausible. En esta pequefia obra tra-
tamos una cuestién filoséfica, pero del modo mas préctico y menos formal
posible, evitando al méximo las expresiones técnicas y rebuscadas; sin em-
bargo, el tema es y sigue siendo filoséfico. Concierne a la naturaleza del
razonamiento heuristico y, por extensién, a un tipo de razonamiento que,
pese a su importancia, no constituye una demostracién; lo llamaremos, a
falta de un mejor término, razonamiento plausible.

Los indicios que convencen al inventor de la bondad de su idea, las
indicaciones que nos guian en los quehaceres cotidianos, la evidencia cir-
cunstancial del abogado, la evidencia inductiva del cientifico, la evidencia
estadistica invocada en los aspectos mis diversos —todos estos tipos de
evidencias concuerdan en dos puntos esenciales. Primero, no ofrecen la
certeza de una demostracién rigurosa. Segundo, son ttiles en la adquisicién
de nuevos conocimientos, e incluso indispensables para todos aquellos cono-
cimientos que no sean puramente matematicos ni légicos y que nq perte-
nezcan al mundo fisico. Podriamos elegir, para denominar el razonamiento
que subraya este tipo de evidencia, entre ‘‘razonamiento heuristico’, “'razo-
namiento inductivo” o (si queremos evitar significados ya existentes) “ra-
zonamiento plausible”. Es este dltimo término el que adoptaremos.

El silogismo heuristico que hemos enunciado anteriormente puede consi-
derarse como el modelo mas simple y mds corriente de un razonamiento
plausible. Nos recuerda un modelo clasico de razonamiento demostrativo
que recibe el nombre de “modus tollens de silogismo hipotético”. Mos-
tramos aqui los dos modelos uno enfrente del otro:

Demostrativo Heuristico
Si A pues B Si A pues B
B falso B cierto
A falso A mas factible

La comparacién de estos dos tipos puede ser instructiva al permitirnos
percibir, lo que no es facil de otro modo, la naturaleza del razonamiento
plausible (heuristico o inductivo).

Los dos modelos tienen la primera premisa igual:

Si A pues B
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Difieren en la segunda. Las afirmaciones:
B falso B cierto

pese a ser opuestas tienen una “'naturaleza légica similar”, estin al mismo
“nivel 16gico”. La diferencia mayor entre ellos aparece después de las pre-
misas. Las conclusiones

A falso A mas factible

se sithan a diferentes niveles l6gicos y sus relaciones con sus premisas res-
pectivas son de una naturaleza légica diferente.

La conclusién del silogismo demostrativo, de igual naturaleza 16gica
que las premisas, se expresa por completo y estd totalmente basada en ellas.
Si mi vecino y yo estamos de acuerdo en aceptar las premisas, nuestras opi-
niones sobre la conclusién no pueden razonablemente diferir, por muy dife-
rentes que sean nuestros gustos o nuestra demds convicciones.

Por el contrario, la conclusién del silogismo heuristico difiere de las
premisas en su naturaleza légica; es méas vaga, menos decisiva, expresada
de modo no del todo completo. Esta conclusién es comparable a una fuerza,
tiene direccién y magnitud. Nos empuja en cierta direccién: A resulta mds
factible; y tiene cierta magnitud: A puede resultar maucho mds o sélo lige-
ramente mds factible. La conclusién no se expresa de modo completo y no
se basa totalmente en las premisas. La direccion estd expresada e implicada
en las premisas, la magnitud no. Para toda persona razonable, las premisas
implican que A resulta mds factible (y no menos, con toda seguridad). Sin
embatgo, mi vecino y yo podemos con toda honestidad no estar de acuerdo
sobre el grado de probabilidad atribuible a A, dado que nuestros tempera-
mentos, nuestra formacién, nuestras razones ticitas pueden ser diferentes.

En el silogismo demostrativo, las premisas constituyen una base com-
pleta, sobre la cual descansa la conclusién. Si las dos premisas son exactas,
la conclusién lo es igualmente. Si obtenemos alguna nueva informacién
que no altere nuestra fe en las premisas, no podra tampoco alterarla en la
conclusién.

En el silogismo heuristico, las premisas no constituyen mas que una
parte de la base sobre la cual descansa la conclusién, la parte completamen-
te expresada, la parte “visible”; queda una parte no expresada, invisible,
que la constituye otra cosa, sentimientos inarticulados quizd o razones sin
formular.

Un nuevo conocimiento, sin alterar nuestra fe en las premisas, puede
influir en nuestra opinién respecto a A en el sentido inverso del resultado
al que nos habia llevado la conclusién. Puede parecer razonable el encon-
trar A bastante plausible, basindose en las premisas de un silogismo heu-
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ristico. Mafiana, sin embargo, quizd encontremos razones que, sin influir
sobre las premisas, hacen a A4 menos plausible o quiza incluso la refuten.
La conclusién puede cambiar o transformarse totalmente, por medio de la
alteracién de elementos invisibles de la base, en tanto que las premisas, ele-
mentos visibles, permanecen inalterables.

Estas observaciones tienen por finalidad el hacer mis comprensible el
razonamiento heuristico inductivo, en una palabra el razonamiento plau-
sible, el cual no trata de demostrar y cuya naturaleza parece desconcertante
y dificil de definir cuando se le mira bajo el 4ngulo de la demostracién
16gica pura. Harfan falta mis ejemplos concretos, seria necesario conside-
rar silogismos heuristicos de otro tipo, examinar el concepto de probabili-
dad y otros conceptos del mismo- orden para completar este pequefio es-
tudio. (Del mismo autor Mathematics and Plausible Reasoning.)]

Las razones heuristicas son importantes, pese a que nada demuestran.
Importa tener una concepcién clara y, sin embargo, detrds de cada razén
que hayamos esclarecido se esconden muchas otras que permanecen oscuras
y que tienen quizi mayor importancia.

Induccién e induccién matematica. La induccién es un modo de
razonar que conduce al descubrimiento de leyes generales a partir de la
observacién de ejemplos particulares y de sus combinaciones. Se emplea
en todas las ciencias, aun en matemaéticas. En cuanto a la induccién mate-
mitica no se emplea mis que en matemiticas a fin de demostrar un cierto
tipo de teoremas. Es bastante molesto que las dos expresiones estén ligadas,
ya que entre los dos procedimientos no existe mis que un lazo 14gico, ex-
tremadamente sutil. Existe, sin embargo, un cierto lazo prictico, puesto
que a menudo se emplean los dos métodos al mismo tiempo. Ilustraremos
ambos a la vez, mediante el mismo ejemplo.

1. Casualmente podemos observar que

1+8+ 27+ 64 =100

y, constatando que dichos niimeros son cubos y su suma un cuadrado, pode-
mos presentar esta observacién bajo la siguiente forma:

P42 43+ 4= 10°
Podemos entonces preguntarnos si sucede con frecuencia que la suma de
los cubos de nmeros consecutivos sea un cuadrado.

Planteando esta pregunta nos parecemos al naturalista que, habiendo
observado una planta o una formacién geoldgica curiosa, concibe una “cues-
tion general”. Nuestra cuestiéon general se refiere a la suma de cubos su-
cesivos:

P42 434 A
A ello nos ha guiado el “ejemplo particular” donde » = 4.
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¢Qué hacer para contestar? Lo que harfa el naturalista. Es decir, buscar
otros casos patticulares. Si 7 = 2 6 3, el caso es mis sencillo todavia; si
n — 5, llegamos al caso siguiente. Afiadamos, para hacer un trabajo com-
pleto y uniforme, el caso donde 7 = 1. Presentando juiciosamente estos
diversos casos, como un gedlogo expondria los especimenes de un mineral
cualquiera, obtenemos la siguiente lista:

i =: 1 =_1°
1+8 = 9— 3
1+ 8+ 27 = 36Ff="163
1+8+27+ 64 = 100 = 10*
1+ 8+ 27 + 64+ 125 = 225 =15°

El hecho de que estas diversas sumas de cubos consecutivos sean cuadrados,
dificilmente puede atribuirse al azar. En un caso similar el naturalista no
tendrfa duda alguna sobre la exactitud de la ley general que le han suge-
rido los casos particulares observados por €l; dicha ley general estd casi
probada por induccién. El matemitico se expresa con mis reserva, aunque
en el fondo piense lo mismo. Se limitard a decir que la induccion sugiere
tenazmente el siguiente teorema: “La suma de los n primeros cubos es un
cuadrado.”’

2. Hemos sido llevados a suponer la existencia de una ley notable y
un poco misteriosa. ;Por qué esas sumas de cubos sucesivos resultan ser
cuadrados? Porque de hecho son cuadrados.

/Qué haria el naturalista en una situacién semejante? Seguiria exami-
nando su hipétesis y tendria entonces la posibilidad de elegit entre diversas
lineas de conducta, buscar y acumular, por ejemplo, nuevas pruebas expe-
rimentales. Si queremos obrar igual, tenemos que examinar los casos si-
guientes, donde #» — 6, 7. .. El naturalista puede también reexaminat los
hechos que le han llevado a formular su hipétesis; los comparard con cui-
dado, tratar de entresacar una regularidad méis profunda, una nueva ana-
logia. Es el camino que vamos a seguir.

Examinemos de nuevo los casos, para 7z = 1, 2, 3, 4, 5, que hemos dis-
puesto en la lista. (Por qué todas las sumas resultan ser cuadrados?; ¢qué
podemos decir de dichos cuadrados? Sus raices (cuadradas) son 1, 3, 6,
10, 15. ;Qué podemos decir de dichas raices?; jexiste entte ellas una regu-
laridad m4s honda, una analogia mis honda? En todo caso no parecen
aumentar en forma muy irregular. ;Cémo aumentan? La diferencia entre
dos términos sucesivos de esta setie aumenta también:

3—1=2 6—-3=3 10—6=4, 15—-10=5

Estas diferencias son de una regularidad notable. Constatamos entonces una
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analogia sorprendente entre las raices (cuadradas) de esos cuadrados,
una regularidad notable en los nimeros que las expresan:

Th=xl
3=1+2
6=14+2+43

10=1+2+3+4

15=1+2+3+4+5

Si esta regularidad es general (y parece dificil constatarlo) el teorema cuya
existencia habfamos sospechado reviste una forma mas precisa:
Se tiene, paran — 1, 2,3, ...

P42 434+ 2= +24+3+...4n)°

3. Por induccién hemos obtenido la ley asi formulada y la forma como
la hemos obtenido nos lleva a una concepcién de la induccién un tanto
estrecha, imperfecta, pero justa. La induccién trata de descubrir tras la
observacién, la regularidad y la coherencia; sus instrumentos més visibles
son la generalizacién, la particularizacién y la analogia. Una tentativa de
generalizacién parte de un esfuerzo para comprender los hechos observa-
dos; se basa en la analogia y se verifica en nuevos casos particulares.

Nos abstendremos de ahondar en este tema de gran controversia entre
los filésofos. Pero debemos afiadir que numerosos resultados matematicos
se han obtenido primero por induccién y solamente después se han demos-
trado. Las matematicas presentadas con rigor son una ciencia sistematica,
deductiva, pero las matemiticas en gestacién son una ciencia experimental,
inductiva.

4. En matemaiticas, como en las ciencias fisicas, podemos emplear la
observacién y la induccién para descubrir leyes generales; pero existe una
diferencia. En las ciencias fisicas, en efecto, no hay nada por encima de la
observacién y de la inducci6n, mientras que en matematicas se tiene, ade-
mas, la demostracién rigurosa.

Después de consagrar més o menos tiempo al trabajo puramente expe-
rimental, podemos considerar ventajoso cambiar de punto de vista. Preci-
semos: hemos descubierto un resultado interesante, pero el razonamiento
que nos ha llevado a él no es mis que plausible, experimental, provisional,
heuristico; tratemos de confirmar dicho resultado de un modo definitivo
mediante una demostracién rigurosa.

Hemos llegado ahora a un “problema de demostracién’: demostrar la
exactitud del resultado enunciado mas arriba (ver parrafo 2).

Existe una posible simplificacién. En efecto, podemos saber que
_nn+1)

2

En todo caso esta expresion es ficil de verificar. Tomemos un rectin-

Lok 2 shdirb e Hoat
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gulo de lados 2 y » + 1 y dividimoslo en dos por medio de una linea que-
brada, como lo muestra la figura 14 a que representa el caso para 7 — 4.
Cada mitad tiene “forma de escalera”, expresindose su superficie por la
férmula 1 + 2 + ... + »; para » = 4, el drea vale 1 + 2 + 3 + 4 (ver
fig. 14 b). Siendo la superficie total del rectaingulo (7 + 1), la superfi-

Fi1G. 14

cie en forma de escalera resulta ser su mitad; lo cual demuestra la exactitud
de la férmula.

Podemos, pues, transformar el resultado obtenido por induccién y ex-
presarlo como sigue:

: T
1“+23+3“+...+nu=l:”(”;r )]

5. Si no tenemos la menor idea de la manera como se puede demos-
trar este resultado, podemos al menos verificarlo. Operemos en principio
sobre el primero de los casos que no hemos examinado aun, el de 7z = 6.
Para dicho valor la férmula nos da

6 X 7Y
1+8+27+64+125+216:< >f7)

lo que resulta exacto efectuados los calculos, dado que el resultado de am-
bos miembros es 441.

Podemos llevar miés lejos la verificacién todavia. La férmula es, muy
probablemente, general, es decir, exacta para todos los valores de 7. ;Se-
guird siéndolo cuando pasemos de un valor cualquiera 7 al valor siguiente
n + 1?2 Aplicando la férmula tal como la hemos dado anteriormente
tendriamos que obtener igualmente

a I 2 2
1"+2“+3“+...+n“+(n+1)=[g—+—)fﬁ—)

Existe un método facil de verificar su exactitud: basta restar de esta
Gltima férmula la precedente, obteniéndose:

(n + 1)° =|:(_”_M] _[ﬂ(n + 1)]"
8 2
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lo cual es facil de verificar. El segundo miembro se puede escribir como
sigue:

7+ 1\* i /n+ 1\
—-——)E(n—f-z)z—n‘]: = \[n”+4n+4—ﬂ”]
2 \ 2
12
=Dt ) = (1 D) = (p 1)

Asi, la férmula encontrada experimentalmente acaba de pasar con éxito,
una prueba importante.

Veamos ahora, en forma precisa, el significado de dicha prueba. He-
mos adquirido la certidumbre de que

(n + 19° =[<_+_1>2(_i2_>] _[<_2+1_>]

No sabemos todavia si es cierto que

n(n+1 ;
13+2“+53+..,+n“=|:_(_2__)_:|
Pero si supiésemos que ello es cierto, podriamos deducir —afiadiendo la
ecuacién cuya exactitud para nosotros es cierta desde ahora— que es igual-
mente cierto que

PH2 43Pt (n+1)3=[(_”+_1>f_”+—2>_|-

lo que es la expresién misma ya obtenida, aparte del nimero 7 + 1 intro-
ducido en lugar de 7. Por lo demds sabemos que nuestra hipétesis es buena
para 7 =1, 2, 3, 4, 5 y 6. En vista de lo anterior, dicha hipétesis, exac-
ta para » = 6, debe serlo igualmente para » = 7; exacta para n — 7, lo
serd también para » = 8 y asi sucesivamente. Siendo, pues, exacta para
todo valor de 7, lo es de una forma general.

6. La demostracién precedente puede servir de modelo para muchos
casos similares. ;Cudles son los lineamientos principales?

La afirmacién por demostrar debe darse de antemano, bajo una forma

recisa.

Debe depender de un niimero entero 7.

Debe ser lo suficientemente “explicita” como para permitirnos verifi-
car que permanece cierta cuando pasamos de un nimero entero 7 al si-
guiente entero 7 -+ 1.

Si hemos logrado verificar ese punto capital de una forma segura, po-
demos entonces emplear la experiencia que esta verificacién nos aporta
para concluir que la afirmacién siendo verdadera para #, debe setlo tam-
bién para.# + 1. Una vez asegurado este punto, basta saber que el postu-
lado es cierto para » = 1; de donde se desprende que lo es también para



Lector inteligente 119

n = 2, luego para 7 = 3 y asi sucesivamente; pasando de un namero en-
tero cualquiera al entero siguiente, demostramos la exactitud de la afirma-
cién de un modo general.

Es tan frecuente el empleo de este procedimiento que merece llevar un
nombre. Podriamos llamarlo “la demostracion de 7 a 7 + 17 o més sim-
plemente “el paso al niimero entero siguiente”. Desgraciadamente el tér-
mino técnico reconocido es “‘induccién matemitica”, nombre que se le dio
por una circunstancia casual. La afirmacién precisa que tenemos que de-
mostrar puede tener un origen cualquiera, importando poco dicho origen
desde el punto de vista 1égico. Por lo demds, en muchos casos, como en el
que acabamos de exponer en forma detallada, es la induccién la que ha cons-
tituido el origen; en cuanto a la afirmacién, ha sido determinada experi-
mentalmente, apareciendo la demostracién como un complemento mate-
mitico de la induccién, lo que explica el término.

7. Pasemos ahora a otro punto, un tanto sutil, pero importante para
todos aquellos que quieran descubrir por si solos demostraciones. En nues-
tros desarrollos precedentes, hemos obtenido sucesivamente, mediante ob-
servacién e induccidn, dos afirmaciones diferentes; una en el parrafo 1, la
otra en el péarrafo 2, siendo ésta por lo demis mas precisa que la primera.
Partiendo de la segunda afirmacién, hemos encontrado un medio de veri-
ficar el paso de 7 a » -+ 1, y asi hemos podido llegar a una demostracién
por “induccién matemética”. Si hubiésemos partido de la primera, sin co-
nocer ninguna de las precisiones aportadas por la segunda, sin duda no
hubiésemos llegado a descubrir esta demostracién. De hecho, la primera
afirmacién es menos precisa, menos “‘explicita”, menos “tangible”, menos
facil de poner a prueba y verificarse, que la segunda. Pasar de la primera a
la segunda, del enunciado menos preciso al enunciado mas preciso, cons-
tituye una contribucién importante a la demostracién final.

Esta conclusién tiene un aspecto paradéjico. En efecto, la segunda afir-
macién es miés fuerte, implica inmediatamente la primera, mientras que
la primera, un tanto vaga, apenas deja entrever la segunda, mis nitida. El
teorema més “fuerte” es, pues, més ficil de dominar que el mds “débil”;
esto constituye la PARADO JA DEL INVENTOR, pigina 138.

Lector inteligente. El lector inteligente de un libro de matemdticas
desea dos cosas:

Primera, ver que el paso del razonamiento que tiene bajo la vista es
correcto. Segunda, comprender el propésito de dicho paso.

El auditor inteligente que asiste a un curso de matemdticas tiene los
mismos deseos. Si no esti seguro de la exactitud de la etapa del razona-
miento tratada delante de €l y si incluso sospecha que es incorrecta, puede
protestar y hacer una pregunta. Pero si no ve el motivo de esta fase del
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razonamiento, si no comprende su propésito, no podré formular ninguna
objecién precisa y, por consiguiente, se hallard incapacitado para protestar;
entonces, confuso y aburrido, perder el hilo del razonamiento.

Un profesor —o un autor— inteligente debe tener presentes estos di-
versos puntos. Es necesario escribir y hablar correctamente; pero ello no
basta. Un razonamiento presentado en forma correcta, en un libro o en el
pizarrén, puede sin embargo, no ser ni inteligible, ni instructivo si no hace
comprender el propésito de las etapas sucesivas, si el lector —o el auditor—
no llega a entender el modo por el cual dicho razonamiento se ha obtenido,
si la presentacién de la solucién no le sugiere ningtin medio de descubrir
pot si mismo un razonamiento del mismo tipo.

Las preguntas y sugerencias de nuestra lista pueden servir tanto al autor
como al profesor, subrayando el propésito y los motivos del razonamiento.
Una pregunta particularmente 0til a este respecto es la siguiente: ;HEMOS
EMPLEADO TODOS LOS DATOS? El autor o el profesor pueden utilizarla para
introducir alguna razén de peso para considerar un dato no empleado
hasta ese momento. El lector —o el auditor— puede referirse a ella para
comprender la razén que tiene el autor —o el profesor— para examinar
mas atentamente tal o cual elemento; entonces se dard cuenta quizd que
planteindose dicha pregunta hubiese podido descubrir por si mismo esta
fase del razonamiento.

Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646-1716), célebre filésofo y ma-
temdtico, proyectd escribir un “Arte de la invencién”, pero nunca lo llevé
a efecto. Numerosos fragmentos esparcidos en su obra muestran, sin em-
bargo, que tenfa interesantes ideas sobre dicho tema del que subraya con
frecuencia su importancia. Asi por ejemplo escribié: “No hay nada mis
importante que el considerar las fuentes de la invencién que son, a mi
criterio, mds interesantes que las invenciones mismas.”

Lema significa “teorema auxiliar”. La palabra es de origen griego;
podria traducirse de un modo mas literal por “lo que se admite”.

Ejemplo: Buscando la demostracién de un teorema A, llegamos a supo-
ner la existencia de otro teorema B. Si B fuese verdadero, podriamos sin
lugar a dudas utilizatlo para demostrar A. Admitimos, pues, como cietto B,
provisionalmente, dejando para més tarde su demostracién y proseguimos
con la de A. Dicho teorema B, asi admitido, es un teorema auxiliar con
relacién al teorema A propuesto. Esta breve exposicién ilustra bastante bien
el significado actual de la palabra “lema”.

¢Lo ha visto ya antes? Puede suceder que hayamos resuelto ya el mis-
mo problema que se nos plantea ahora, o al menos que hayamos oido ha-
blar de €I, o que hayamos tratado con un problema muy similar. Son estas
posibilidades que no debemos dejar de investigar. Tratamos, entonces, de
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acordarnos de lo que sucedib. ;Lo ha visto ya antes? o ;ha encontrado el
mismo problema bajo una forma ligeramente diferente? Incluso si la res-
puesta es negativa, este tipo de preguntas puede provocar la “movilizacién”
de conocimientos utiles.

La pregunta que constituye el titulo del presente articulo se utiliza con
frecuencia en un sentido mucho mas amplio. Para obtener la solucién necesi-
tamos que vengan a la memoria elementos apropiados, hacer un llamado a
los conocimientos subyacentes que pueden aplicarse al problema (PROGRE-
$0 Y LOGRO) . No podemos saber de antemano, claro estd, de qué parte de
nuestros ccnocimientos tendremos necesidad, pero existen ciertas posibili-
dades que no hay que dejar de examinar. Asi, tal caracteristica del proble-
ma actual que ha jugado un papel en la solucién de algtin otro problema,
puede entrar en juego de nuevo. Por ello, si una de las caracteristicas del
problema actual nos llama la atencién por su posible importancia, debemos
tratar de reccnocerla. ;En qué consiste?; ;nos es familiar?; ;la hemos visto
ya antes?

Llevar al cabo el plan. Concebir un plan y llevarlo a efecto son dos
actos diferentes. Ello es igualmente cierto para los problemas matematicos
en los cuales el trabajo varia segln se trate de concebir un plan o de lle-
varlo al cabo.

1. Podemos conformarnos con razonamientos provisionales y simple-
mente plausibles para guiarnos hacia el razonamiento final y riguroso, del
mismo modo que se emplea un andamiaje para sostener un puente durante
su construccién. Cuando la obra estd lo suficientemente avanzada y se retira
el andamiaje, el puente debe mantenerse por si mismo. Del mismo modo,
cuando se ha avanzado en la solucién, podemos descartar todos los razona-
mientos provisionales y simplemente plausibles, debiendo quedar el resul-
tado apuntalado por el solo rigor del razonamiento.

Cuando concebimos un plan que debe conducirnos a la solucién, no
debemos dudar en emplear un razonamiento simplemente plausible y heu-
ristico, ya que todo lo que puede conducir a una idea buena es bueno. Pero
debemos modificar este punto de vista cuando pasamos a la ejecucién del
plan y no aceptar entonces argumentos que no sean decisivos y rigurosos.
Llevando al cabo el plan, verifique cada paso. ;Puede ver claramente si son
correctos los diversos pasos?

Cuanto mas esfuerzo pongamos en verificar con cuidado cada detalle
del plan cuando lo llevamos a efecto, tanto mds estamos en libertad de
usar el razonamiento heuristico cuando lo concebimos.

2. Debemos considerar el orden en el cual abordaremos la ejecucién
de los detalles del plan, maxime si se trata de un problema complejo. No
debemos omitir ninglin detalle, debemos comprender la relacién que une
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a cada uno de ellos con el conjunto del problema y, no perder de vista la
articulacién de los principales pasos. Debemos, pues, proceder con orden.

En lo particular no es razonable examinar los detalles secundarios antes
de tener la seguridad en cuanto a la exactitud del razonamiento global. Si
existe una falla en el desarrollo del conjunto, serd inttil verificar la exac-
titud de tal o de cual otro detalle de menor importancia.

El orden en el cual examinamos los detalles de un problema puede ser
muy diferente al orden en que los hemos concebido; y el orden en el cual
enunciatemos los detalles en el momento de la exposicién definitiva de la
solucién puede ser incluso difetente a los otros dos. Los elementos de Eu-
clides presentan los detalles del razonamiento en un orden rigido y siste-
matico que fue con frecuencia imitado y a menudo criticado.

3. En la exposicién de Euclides, todos los razonamientos avanzan en
la misma direccién: de los datos a la incégnita en los “problemas por resol-
ver”, de la hipétesis a la conclusién en los “problemas por demostrar™
Cualquier elemento nuevo, punto, linea, ctc., debe haberse obtenido de un
razonamiento correcto a partir de los datos o a pattir de otros elementos
previamente derivados de dichos datos. Cualquier afirmacién debe demos-
trarse de igual modo, a partir de la hipétesis o de afirmaciones previamente
demostradas de modo correcto. Se examina todo elemento nuevo, toda nue-
va afirmacién en el momento de su aparicién; asi sélo se tiene que hacer
una sola vez. Podemos concentrar toda nuestra atencién sobre la fase pre-
sente del razonamiento, sin necesidad de mirar hacia atris o hacia adelante.
El ualtimo elemento nuevo por verificar como resultante de otros, es la
incégnita; la Gltima afirmacién cuya demostracioén tenemos que examinar,
es la conclusién. Si cada paso es correcto, incluido el tltimo, el conjunto
del razonamiento lo es igualmente.

El tipo de exposicién euclideano es aconsejable sin ninguna reserva,
siempre que el propdsito sea examinar el razonamiento en detalle. En lo
particular, si se trata de nuestro propio razonamiento, con frecuencia largo
y complicado, ya examinado por nosotros a grandes rasgos y llevado al
punto en que no nos resta mis que examinar los detalles, nada es mejor
que el desarrollarlo por completo por el método euclideano.

Por el contrario, el tipo de exposicién euclideano no puede aconsejarse
sin reserva si se trata de comunicar un razonamiento a un lector o a un
auditorio que no ha ofdo nunca hablar de él. La exposicién euclideana es
perfecta si se trata de subrayar cada punto particular, pero menos indigada
si lo que se quiere es recalcar las articulaciones esenciales del razonamiento.
EL LECTOR INTELIGENTE puede ficilmente constatar la correccién de cada
paso, pero le sera muy dificil el percibir la fuente, el propésito, la relacién
de conjunto, La razén de esta dificultad estriba en que la exposicién eucli-
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deana se desarrolla en un orden que es, la mayor parte de las veces, exac-
tamente opuesto al orden natural de la invencién. (La exposicion de Eu-
clides, sigue rigurosamente el orden de la “sintesis”. Véase PAPPUS, en
particular los comentarios 3, 4 y 5; piginas 135-136.)

4. Resumamos. La exposicion euclideana que consiste en ir rigurosa-
mente de los datos a la incognita, de la hipétesis a la conclusién, es perfec-
ta para verificar un razonamiento en detalle, pero esta lejos de serlo cuan-
do se trata de hacer comprender los grandes rasgos.

Es muy conveniente que los alumnos examinen sus propios razonamien-
tos en la forma euclideana, yendo de los datos a la incognita y verificando
cada detalle; sin embargo, seria un error inducirlos a observar esta practica
de un modo demasiado riguroso. En cuanto al profesor, no se le reco-
mienda que presente todas las demostraciones de un modo puramente
euclideano, pese a que dicha forma podri a veces serle muy dtil después
de una discusiéon donde, como lo recomienda la presente obra, los alumnos,
guiados por él, llegasen a descubrir por si mismos la idea clave de la solu-
cién. Parece también recomendable, en cierta medida, el método adoptado
por algunos libros de texto, los cuales presentan en principio una especie
de esquema intuitivo de la idea general para pasar luego a los detalles ex-
puestos entonces en el orden euclideano.

5. Deseando asegurarse de la exactitud de su proposicién, el matema-
tico consciente trata de verlo intuitivamente y dar una demostracién formal.
¢Puede ver claramente que su razonamiento es correcto?; ;puede demostrar
gue lo es? Dicho matemitico actiia en este sentido al igual que una dama
haciendo sus compras y que, para asegurarse de la calidad de un tejido,
quiere verlo de cerca y tocarlo. La intuicién y la demostracién formal son
dos modos diferentes de percibir la verdad, comparables a la percepcién de
un objeto material por medio de dos sentidos diferentes que son: la vista
y el tacto.

La intuicién puede aventajar, y por mucho, a la demostracién tormal.
Cualquier alumno inteligente, sin ningtn conocimiento sistemdtico de geo-
metria del espacio, puede ver, en el instante que concibe distintamente el
significado de los términos, que dos rectas paralelas a una tercera son pa-
ralelas entre si (pudiendo estar las tres rectas en diferentes planos). Sin
embargo, la demostracion de esta constatacién, tal como se da en la 9*
proposicién del libro XI de los Elementos de Euclides, requiere una pre-
paracién larga, minuciosa e ingeniosa.

La manipulacién formal de las reglas de la 16gica y férmulas del 4lge-
bra puede llegar mucho mis lejos que la intuicién. Casi todos pueden cons-
tatar de inmediato que tres rectas, tomadas arbitrariamente, dividen al
plano en 7 partes (considerando al tridngulo, la sola parte finita formada
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por las tres rectas). Pero casi nadie puede ver, incluso concentrandose, que
cinco planos, tomados arbitrariamente, dividen al espacio en 26 partes. Sin
embargo, se puede demostrar con todo rigor que el namero es en efecto
26 e incluso la demostracién no es ni larga ni dificil.

Llevando al cabo el plan, verificamos cada paso. Para ello nos pode-
mos basar ya sea en la intuicién o en las reglas formales. A veces es la
intuicion la que lleva la delantera, otras, el razonamiento formal. Es un ejer-
cicio interesante y Gtil emplear los dos medios. ;Pzede ver claramente que
la etapa del razonamiento es correcta? Si, puede verlo clara y distintamen-
te. La intuicién lleva la delantera; pero, el razonamiento formal no podria
alcanzarla?; ;puede también DEMOSTRAR gue es correcta?

Tratar de demostrar formalmente lo que se ha visto intuitivamente y
de ver intuitivamente lo que se ha demcstrado formalmente es un excelente
ejercicio intelectual. Desgraciadamente es raro que se disponga en clase del
tiempo suficiente para poder practicarlo. El ejemplo discutido en las sec-
ciones 12 y 14 es tipico en este aspecto.

Mire bien la incégnita. Es un antiguo consejo; en efecto, en latin se
decia: “respice finem”, es decir, considere el fin. Recuerde lo que quiere
lograr. No olvide su propésito. Piense en lo que quicre obtener. No pierda
de vista lo que se pide. Mantenga presente el objeto de su trabajo. Mire
bien la incdgnita. Mire la conclusion. Estas dos Gltimas versiones de "res-
pice finem" estan especialmente adaptadas a los preblemas matematicos, a
los “problemas por resolver” y a los “problemas por demostrar’” respec-
tivamente.

Dedicando nuestra atencién a nuestro propdsito y orientando nuestra
voluntad a la realizacién de nuestros deseos, pensamos en los medios que
van a permitirnos alcanzarlos. ;Qué medios conducen a este fin?; ;c6mo
puede usted alcanzar su meta?; ;como puede obtener un resultado de este
género?; ;qué causas pueden provocarlo?; ;dénde ha visto usted ya obtener
un resultado andlogo?; ;qué se hace, en general, para obtenerlo? Trate de
pensar en un problema que le sea familiar y que tenga la misma incdgnita
0 una incégnita similar, Trate de pensar en un tcorema que le sea familiar
y que tenga la misma conclusion o una conclusién similar. Aqui también
las dos ultimas recomendaciones estan especialmente adaptadas, una a los
“problemas por resolver” y la otra a los “problemas por demostrar™.

1. Ccnsideremos problemas de matemiticas "por resolver” y la suge-
rencia: Trate de pensar en un problema que le sea familiar y que tenga la
misma incégnita. Comparemos esta sugerencia a la que implica la pregunta:
¢Conoce un problema que se relacione con el suyo?

Esta ultima es més general que la otra. Dos problemas que se relacio-
nen, tienen forzosamente algunos puntos comunes; pueden ser objetos o
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nociones comunes, pueden ser datos, pueden ser una o varias partes de la
condicién, etc. Nuestra primera sugerencia insiste sobre un punto comin
particular: los dos problemas deben tener la misma incgnita. Es decir que,
en los dos casos, la incégnita debe ser un objeto de la misma categoria
como, por ejemplo, la longitud de un segmento de recta.

En relacién a la sugerencia general, existe en la sugerencia particular
una cierta “‘economia’’.

Podemos en principio economizar nuestro esfuerzo en vista de la re-
presentacién del problema que no tenemos que considerar en su conjunto,
sino mas bien ocuparnos solamente de la incdgnita. El problema se nos
presenta en forma esquematica:

“Dado. . ., encontrar la longitud del segmento de recta.”

Otra economia que pcdemos hacer es la de la eleccién. Existen, en
efecto, innumerables problemas susceptibles de relacionarse con el proble-
ma propuesto, teniendo con él tal o cual punto en comin. Pero, conside-
rando la incégnita, limitamos nuestra eleccidén entre todcs esos problemas,
considerando solamente los que tengan la misma incégnita. Y, natural-
mente, incluso entre éstos, examinaremos primero los mas elementales y
los que nos parezcan mas familiares.

2. El problema propuesto tiene la forma siguiente:

“Dado. . ., encontrar la longitud del segmento de recta.”

Abora bien, los problemas muy sencillos y familiares de este tipo con-
ciernen a tridngulos: Dadas tres partes constituyentes de un tridngulo, de-
terminar la longitud de un lado. Recordando esto, quizd hemos encon-
trado algo aplicable a la pregunta: He agui un problema relacionado al
suyo y que usted ha resuelto ya. ;Puede utilizarlo?; ;puede utilizar el resul-
tado? Para utilizar resultados conocidos relativos al triangulo, necesitamos
un triangulo en nuestra figura. ;Hay alguno?; ;o hace falta hacer aparecer
uno para poder sacar provecho de los anteriores resultados conocidos?
¢Debe introduciy algiin elemento auxiliar para poder emplearlo?

Existen diversos problemas sencillos cuya incégnita es el lado de un
triangulo (difieren en los datos: se pueden dar, por ejemplo, dos dngulos
y un lado, o dos lados y un angulo, con diferentes posiciones del dngulo
con relacién a los lados dados. Todos los problemas de este tipo son pat-
ticularmente sencillos en el caso de tridngulos rectingulos). Concentrando
nuestra atencién sobre el problema propuesto, queremos descubrir qué
tipo de tridngulo conviene introducir, qué problema ya resuelto (con la
misma incdgnita) se adaptaria mejor a nuestro propdsito actual.

Después de introducir el tridngulo auxiliar conveniente, puede suceder
que todavia no conozcamos los tres elementos constituyentes. Ello, sin em-
bargo, no es una condicién indispensable. Si creemos que podemos obtener
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de un modo o de otro los elementos faltantes, habremos dado un paso
esencial hacia adelante, tenemos un plan de la solucién.

3. El proceso esbozado antes (parrafos 1y 2) se ha ilustrado esencial-
mente en la seccién 10 (de modo un tanto oscuro debido a la lentitud de
los alumnos). Es facil dar numerosos ejemples anidlogos, De hecho, se
puede llegar al caso de la solucién de casi todos los “problemas por resol-
ver” propuestos en las clases de principiantes, empleando apropiadamente
la sugerencia: Trate de pensar en un problema que le sea familiar y que
tenga la misma incégnita o una similar.

Hay que tomar este tipo de problemas de un modo esquematico y mirar
primero la incégnita:

1) Dado..., encontrar la longitud del segmento de recta.

2) Dado.. ., encontrar el dngulo.

3) Dado. .., encontrar el volumen del tetraedro.

4) Dado. .., encontrar el punto.

Con una minima experiencia en problemas matematicos elementales
recordaremos ficilmente uno o varios problemas sencillos que nos sean
familiares y que tengan la misma incégnita. Si el problema propuesto no
figura entre ellos, trataremos de modo natural de emplear lo que nos es
familiar en ellos y utilizar el resultado de esos problemas sencillos. Trata-
remos de introducir en el problema un elemento atil conocido de nosotros;
de este modo tendremos un buen principio.

En cada uno de los cuatro casos mencionados existe un plan evidente,
una hipétesis plausible del desarrollo ulterior de la solucién.

1) La incégnita debe obtenerse como lado de un tridngulo. Queda
por introducirse un tridngulo apropiado con tres elementos conocidos o
que sean faciles de obtener.

2) La incdgnita debe obtenerse como dngulo de un tridngulo, Queda
por introducirse un tridngulo apropiado.

3) La inc6gnita puede obtenerse si el 4rea de la base y la longitud de
la altura se conocen. Quedan por determinarse el area de una cara y la altura
correspondiente.

4) La incOgnita debe obtenerse como la interseccién de dos lugares
geométricos cada uno de los cuales puede ser una circunferencia o una recta.
Quedan por determinarse los lugares geométricos segiin la condicién pro-
puesta.

En todos estos casos, el plan sugiere un problema sencillo que tiene
la misma incégnita y la intencién de utilizar su resultado o su método.
Adoptando un plan de este tipo podemos encontrar dificultades, pero no
obstante, obtenemos una idea que nos sitve de punto de partida, lo que
constituye una gran ventaja.
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4. Dicha ventaja no la tendremos si no encontramos ningn proble-
ma, entre los ya resueltos, que tenga la misma incégnita que el problema
propuesto. En tal caso es mucho mas dificil resolver el problema.

“Determinar la superficie de una esfera de radio dado.” Este problema
lo resolvié Arquimedes. No hay un solo problema mis sencillo o que ten-
ga la misma incégnita y no existia ninguno del cual Arquimedes hubiese
podido valerse. Es por ello que su solucién puede verse como una de las
més notables en matematicas.

“Determinar la superficie de una esfera inscrita en un tetraedro cuyas
seis aristas estin dadas.” Quien conoce el resultado de Arquimedes, no nece-
sita su propia genialidad para resolver este problema; basta simplemente
expresar el radio de la esfera inscrita en funcién de las aristas del tetraedro.
Evidentemente no es sencillo, peto las dificultades por vencer no se pueden
comparar a las del problema de Arquimedes.

Conocer 0 no un problema ya resuelto que tenga la misma incégnita
es con frecuencia la Gnica diferencia que hay entre un problema ficil y
otro dificil.

5. Cuando Arquimedes logré calcular la superficie de la esfera no
conocia, como ya hemos dicho, ningn problema ya resuelto que tuviese
la misma incégnita. Pero conocia varios que tenfan una similar. Existen
superficies curvas cuya 4rea es mas ficil de obtener que la de la esfera y
que eran bien conocidas en tiempo de Arquimedes, tales como las superfi-
cies laterales de los cilindros, de los conos ¢ de los troncos de cono. Con
toda seguridad Arquimedes examiné atentamente estos casos similares mas
sencillos, dado que, en su solucién, toma como aproximacién de la esfera
un volumen compuesto que consta de. dos conos y varios troncos de cono
(véase DEFINICION, 6; pagina 71).

Si no logramos encontrar un problema ya resuelto que tenga la misma
incégnita que el problema propuesto, trataremos de encontrar uno que
tenga una incdgnita similar. Los problemas de este tipo se relacionan me-
nos estrechamente que los precedentes al problema propuesto y son, pot
consiguiente, menos faciles de emplear, en general, con el propésito pet-
seguido, pero pueden sin embargo, ser una guia que no debemos descartar.

6. Afadamos algunas observaciones concernientes a los “problemas
por demostrar”; son andlogas a los comentarios precedentes, méds extensos,
sobre los “‘problemas por resolver’.

Tenemos que demostrar (o refutar) un teorema claramente enunciado.
Todo teorema ya demostrado que se relacione de un modo o de otro al
teorema propuesto puede sernos util. Podemos, sin embargo, estimar que
entre todos estos teoremas, los que tengan la misma conclusién que el nues-
tro nos serdn particularmente utiles. Sabiendo esto, miramios la conclusion,
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es decir, consideramos el teorema insistiendo en la conclusidén. Esta forma
de proceder puede representarse esquematicamente como sigue:
“Si. .., entonces los angulos son iguales.”

Concentremos toda nuestra atencién en la conclusién que se nos pro-
pone y tratemos de pensar en algin teorema que nos sea familiar y que
tenga la misma conclusién o una similar.

En lo particular, tratemos de pensar en teoremas del mismo tipo, a la
vez sencillos y familiares.

En el caso presente existen diversos teoremas del mismo tipo, y pode-
mos acordarnos del siguiente: “'Si dos tridngulos son semejantes, los angu-
los correspondientes son iguales.” He agui un teorema que se relaciona al
suyo y que ya ha sido demostrado. ;Puede utilizarlo?; ;debe introducir algin
elemento auxiliar para poder utilizarlo?

Siguiendo estas sugerencias y tratando de ver la ayuda aportada por el
teorema del que nos hemos acordado, podemos concebir un plan: Intente-
mos demostrar la igualdad de los angulos en cuestién a partir de los trian-
gulos semejantes. Para ello hard falta introducir dos tridngulos que ten-
gan dichos 4ngulos y demostrar que son semejantes. Esto parece ser un
buen plan para empezar el trabajo y quiza nos lleve al fin deseado como
en la seccién 19.

7. Resumamos. Recurriendo a problemas ya resueltos que tienen la
misma incégnita o una similar (o a tecremas ya demostrados que tengan
la misma conclusién o una similar) tenemos grandes posibilidades de em-
prender el camino en la direccién correcta y podemos concebir un plan
para resolver el problema propuesto. En los casos sencillos, que son los mas
frecuentes en las clases de principiantes, problemas muy elementales que
tengan la misma incégnita (o teoremas que tengan la misma conclusién)
son en general més que suficientes. Tratar de acordarse de tales problemas,
es un proceso natural que surge del sentido comin (comparese con lo
dicho a este respecto en la seccién 4). Es sorprendente que un proceso tan
simple y tan fructuoso no sea mas ampliamente conocido; creemos incluso
ser los primeros en haberlo formulado como método. En todo caso, en
matematicas, ni los alumnos ni los profesores deben ignorar la sugerencia:
Mire bien la incognita. Y, trate de pensar en algin problema que le sea
familiar y que tenga la misma incégnita o una similar.

Notacién. Para poner en evidencia las ventajas que ofrece una no-
tacién bien escogida y usual, tratemos de sumar algunos nameros rela-
tivamente grandes con la condicién de no emplear las cifras ardbicas y
que no disponemos mds que de los nimeros romanos. Témense, por
ejemplo, los nimeros MMMXC, MDXCVI, MDCXLVI, MDCCLXXXI,
MDCCCLXXXVIL
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No se puede subestimar la importancia de la notacién en matematicas.
Los matematicos modernos que utilizan el sistema decimal tienen una gran
ventaja sobre los de la antigiiedad, que no disponian para escribir nimeros
de un sistema tan practico. Un alumno medio que, en nuestros dias, conoce
bien la notacién usual del dlgebra, la de la geometria analitica, las diferen-
ciales y el clculo integral, tiene una gran ventaja sobre los matematicos
griegos cuando se trata de resolver problemas de superficie o de volumen,
para cuya solucion fue necesaria la genialidad de un Arquimedes.

1. Existe un lazo muy intimo entre la palabra y el pensamiento: las
palabras facilitan el pensamiento. Ciertos filésofos y filélogos han ido,
incluso, més lejos al afirmar que el uso de las palabras es indispensable al
uso de la razén.

Esta afirmacién nos parece, sin embargo, exagerada. Si tenemos un
poco de experiencia en el trabajo matemitico, sabemos que podemos pen-
sar, de modo cficaz, sin emplear palabras, simplemente viendo figuras geo-
métricas y manipulando simbolos algebraicos. Las figuras y los simbolos
estin estrechamente ligados al pensamiento matemdtico. Es util, para pen-
sar, el empleo de figuras o simbolos. Podemos pues, modificar, mejoran-
dola, la afirmacién enunciada mis arriba —afirmacién demasiado limi-
tada— asignando a las palabras el mismo rango que a los otros signos, y
decir que el uso de los signos parece indispensable al uso de la razén.

De todas formas, el empleo de simbolos matemiticos es andlogo al de
palabras. La notacién matemitica aparece como una especie de lenguaje,
une langue bien faite, un lenguaje perfectamente adaptado a su propésito,
conciso y preciso, con reglas que no sufren excepciones.

Si aceptamos este punto de vista, el PLANTEO DE LA ECUACION aparece
como una especie de traduccién del lenguaje comin al lenguaje de los sim-
bolos matematicos.

2. Algunos de estos simbolos, como los signos +, —, =, etc. . ., tie-
nen tradicionalmente un significado establecido, pero otros, como por ejem-
plo las letras de los alfabetos latino y griego, se emplean con sentidos di-
ferentes, segin los problemas. Cuando emprendemos el estudio de un
problema nuevo, tenemos que elegir ciertos simbolos, inztroducir una nota-
cion apropiada. Podemos, es cierto, hacer una observacién aniloga en el
empleo del lenguaje comin. Muchas palabras se emplean en un sentido que
varia segln el contexto: cuando importa la precision, las palabras deben
elegirse con cuidado.

La eleccién de la notacién constituye una etapa importante en la solu-
cién de un problema. Debe elegirse con cuidado. El tiempo que se consagre
a la eleccién de una notacién serd largamente compensado por el que gana-
remos mis tarde al evitar cualquier duda y cualquier confusién. En dicha
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eleccién nos guiard un atento examen de los elementos del problema. Asi,
una notacién apropiada podri contribuir de modo primordial a la com-
prensién del problema.

3. Una buena notacién debe ser clara, concisa y facil de retener en la
memotia; debe evitar toda interpretacién dudosa y utilizar las que puedan
ser Gtiles. El orden de los signos y las relaciones entre ellos deben sugerir
el orden y las relaciones de los objetos a los que corresponden,

4. Ante todo, los signos no deben ser ambiguos. Es inadmisible que
un mismo simbolo designe dos objetos diferentes en el curso de un mismo
estudio. Si en un problema, llamamos « a cierta magnitud, se debera evitar
el designar con 4 otro elemento relacionado al mismo problema. Claro esta,
si se trata de otro problema, la letra « se puede utilizar entonces en sentido
diferente.

Si bien estd prohibido emplear el mismo simbolo para designar obje-
tos diferentes, podemos emplear simbolos diferentes para un mismo objeto,
como pot ejemplo escribir el producto de « por & como sigue:

aXb a-b ab

Pero, cuando se estime ventajoso proceder asi, es decir, emplear dos
o mds signos diferentes para un mismo objeto, debera tenerse cuidado. En
general vale mis emplear un solo signo para un solo objeto, y no emplear
varios si no hay necesidad de ello.

5. Los signos elegidos deben set faciles de recordar y reconocer; cada
uno de ellos debe recordarnos el objeto cortespondiente y viceversa.

Un procedimiento que permite tener signos faciles de reconocer consiste
en emplear /niciales como simbolos. Por ejemplo, en la seccién 20, hemos
elegido  para la rapidez, ¢ para el tiempo, v para el volumen. Pero esto no
es siempre posible. Asf en la misma seccién 20, hemos tenido que conside-
rar un radio al cual no podiamos asignar la letra » dado que ésta se habia
tomado para designar una rapidez. Existen otros motivos que limitan la
eleccion de simbolos, y otros medios de hacerlos més faciles de reconocer:
discutiremos los unos y los otros.

6. Una notacién no es solamente facil de reconocer, sino también pat-
ticularmente til en la ayuda de la concepcién del problema, cuando el or-
den y la relacién de los signos sugieren el orden y la relacién de los objetos.
He aqui algunos ejemplos destinados a ilustrar este punto.

I) Para designar objetos que estin cerca uno del otro en la concepcién
del problema, elegiremos en el alfabeto letras que estén cercanas.

Asi, emplearemos generalmente letras del principio, como 4, , c, para
las cantidades dadas o constantes, y letras del final, como x, ¥, 2, para can-
tidades desconocidas o variables.
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En la seccién 8 hemos empleado 4, & y ¢ para designar el largo, el
ancho y la altura de un paralelepipedo que constituian los datos del proble-
ma. Dicha notacién ha parecido preferible a la que hubiese consistido en
emplear iniciales, /, 4, A. En efecto, al representar las tres dimensiones el
mismo papel en el problema, este hecho queda recalcado por el uso de
letras consecutivas. Ademas, al figurar al principio del alfabeto, las letras
a, by ¢, ya lo hemos dicho, son las mas usuales cuando se trata de designar
cantidades dadas. En otro problema en el cual las tres dimensiones jugasen
papeles diferentes y donde fuese conveniente distinguir las horizontales
de la vertical, podria ser preferible el empleo de las iniciales /, 2, A.

IT) Para designar objetos pertenecientes a una misma categoria, elegi-
mos con frecuencia letras de un mismo alfabeto, y nos valemos de otros al-
fabetos diferentes para otras categorias. Asi por ejemplo, en geometria
plana, empleamos con frecuencia:

Maytsculas latinas como A, B, C..... para puntos,

mindsculas latinas como 4, b, ¢, . . . para lineas,

mindsculas griegas como a, 8, v, ... para angulos.

En presencia de dos objetos pertenecientes a categorias diferentes, pero
que tienen entre si una relacién importante, podemos elegir, para desig-
narlos, letras correspondientes de alfabetos diferentes: A y @, By &, y asi
por el estilo. Un ejemplo de lo més caracteristico estd dado por la notacién
habitualmente empleada para el tridngulo:

A, B, C representan los vértices

a, b, ¢ los lados

a, B, vy los angulos.

Se sobreentiende que « es el lado opuesto al vértice A y que el angulo
en Aes a.

IIT) En la seccién 20, las letras «, b, x, y estin particularmente bien
elegidas para indicar la naturaleza de los elementos designados y la relacién
entre ellos. Las letras 2 y & sugieren el hecho de que las magnitudes desig-
nadas son constantes, mientras que x y y designan variables; por otra parte
a precede a b como x precede a y, lo que nos muestra la misma relacién
entre @ y b que entre x y y. En efecto, 2 y x son horizontales, by y vettica-
les,ya:b=x:y.

7. La notacion

AABC ~ AEFG

indica que los dos tridngulos son semejantes. En las obras modernas, esta
férmula especifica ademas que en los dos tridngulos semejantes, los vérti-
ces se corresponden en el orden en que se-han escrito: Aa E, BaF,CaG.
Las obras mas antiguas no lo hacian asi, y el lector debia mirar la figura o
recordar el texto para saber cémo se correspondian entre si los vértices.
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La notacion moderna es preferible a la antigua. Gracias a ella pode-
mos deducir las consecuencias de la férmula s/ mirar la figura. Asi, po-

demos deducir que
ded = LB
AB: BC = EF : FG
y, al igual, otras relaciones del mismo orden. La notacién antigua es menos
significativa y no permite conclusiones tan precisas.

Se puede decir que una notacién mas significativa que otra es més rica.
La notacién moderna para los tridngulos semejantes es mds rica que la
antigua, refleja el orden y las relaciones de las cosas de un modo mis com-
pleto y, por consiguiente, puede permitr el deducir mayor nimero de
consecuencias.

8. Las palabras tienen significados secundarios. Queremos decir con
esto que, en las frases donde son empleadas, el contexto puede influir sobre
ellas, afiadir a su significado normal (primario) un matiz, un significado
secundario, una “connotacién”. Asi pues, para escribir lo mejor posible,
eligiremos de preferencia, entre las palabras casi sinénimas, aquellas cuyo
segundo significado se adapte mejor.

Hay algo similar en la notacién matemdtica. Incluso los simbolos ma-
teméticos pueden adquirir una especie de significado secundario, prove-
niente de contextos en los que con frecuencia se les emplea. En la eleccién
que hagamos de una notacién adecuada, tenemos que tener en cuenta esta
circunstancia. Ilustremos el punto.

Existen ciertas letras que han adquirido un significado tradicional,
profundamente arraigado. Asi, ¢ representa en general la base de los lo-
garitmos naturales, 7 la unidad imaginaria V —1, = la relacién de la cir-
cunferencia a su didmetro. Vale més, en general, no emplear estos simbolos
sino en su significado tradicional dado que, si los empleamos en sentido
diferente, puede suceder que se nos imponga su significado tradicional y
ello nos induzca en error. Observemos por lo demis que estos segundos
significados, con frecuencia peligrosos, molestan menos al principiante, de
conocimientos limitados, que al matematico experimentado; pero la expe-
riencia de este Gltimo debe ser suficiente para vencer este tipo de dificultad.

El significado secundario de un simbolo puede ser igualmente {til, in-
cluso con largueza, si se emplea con tacto. Una notacién ya empleada puede
ayudar al investigador al recordarle un proceso interesante; se requiere, claro
estd, tener el cuidado de distinguir claramente el significado actual (signi-
ficado primario) del simbolo de su significado precedente (significado
secundario). Una notacién fija { como la que es tradicional para los diversos
elementos del tridngulo y que hemos mencionado antes, 6 II)] presenta
grandes ventajas; si se utiliza varias veces, nos ayudard recordindonos di-
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versos procedimientos ya empleados; nos acordamos mejor de las férmulas
que se escriben con una notacién fija. Desde luego, tenemos que tener un
cuidado enorme cuando ciertas circunstancias nos obligan a emplear una
notacién tradicional con un significado ligeramente diferente a su signifi-
cado habitual.

9. Cuando podemos elegir entre varias notaciones, podemos inclinat-
nos hacia una por tal razén, hacia otra por tal otra razén, etc. . . Se requiere
experiencia y gusto para elegir la més apropiada, al igual que para elegit
la palabra més conveniente. No estd por demds, sin embargo, conocer las
diversas ventajas y desventajas expuestas aqui. Retengamos al menos que
tenemos que tener mucho cuidado al elegir la notacién, eleccién que debe
motivarla una razén valida.

10. No s6lo los malos alumnos de una clase muestran aversiéon por el
algebra; esto puede ocurrirles a estudiantes inteligentes. Siempre hay algo
de arbitrario y artificial en una notacién; es pesada tarea para la memoria
el aprender un nuevo sistema. Un alumno inteligente puede negarse a ello
si no capta la razén. La aversion que muestra hacia el algebra estd justifi-
cada si no se le han dado ocasiones frecuentes de constatar por la experien-
cia la ayuda evidente que el lengunaje de simbolos matemdticos puede
ofrecer a la mente. Ayudarle en tal experiencia es un deber importante del
profesor, diremos incluso esencial, nada ficil por lo demis.

Las observaciones precedentes nos han parecido de cierta utilidad. Véa-
se también PLANTEO DE LA ECUACION. Se puede recomendar, como ejer-
cicio particularmente instructivo, la verificacion de una férmula mediante
la discusi6n de sus caracteristicas (véase la seccién 14 y, ;PUEDE COMPRO-
BAR EL RESULTADO?, 2; pagina 167).

Pappus, célebre matemitico griego, vivié probablemente hacia el afio
300 antes de J.C. En el séptimo libro de sus Collectiones trata un tema que
Hlama dvohvopevol (analyomenos), lo que podemos traducir por *“Tesoros
del anélisis” o “Arte de resolver problemas” o incluso por “Heuristica”,
pareciéndonos este Gltimo término el mis adecuado. Lo que sigue es una
adaptacion libre del texto original.

“La heurfstica, para llamarla por su nombre, es un resumen, una doc-
trina especial para uso de aquellos que, tras haber estudiado los elementos
ordinarios, desean dedicarse a la solucién de problemas matematicos; no
sitve mds que para esto. Es la obra de tres hombres, Euclides, autor de los
Elementos, Apollonius de Perga y Aristacus el mayor. Ensefia los métodos
de analisis y sintesis. ~

“En anilisis, partiendo de lo que es requerido, lo consideramos como
admitido, sacamos las consecuencias, después las consecuencias de dichas
consecuencias, hasta llegar a un punto que podamos utilizar como punto de
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partida para una sintesis. Pues en anilisis admitimos, como ya hecho, lo
que nos piden que hagamos, como encontrado lo que buscamos, como vet-
dadero lo que hay que demostrar. Buscamos de qué antecedente se podria
deducir el resultado deseado; después buscamos cuil podria ser el antece-
dente de este antecedente, y asi sucesivamente, hasta que pasando de un
antecedente a otro, encontremos finalmente alguna cosa conocida o admi-
tida como cierta. Dicho proceso lo llamamos analisis, solucién hacia atras
0 razonamiento regresivo.

"En la sintesis, por el contrario, invirtiendo el proceso, partimos del
tltimo punto alcanzado en el analisis, del elemento ya conocido o admitido
como cierto. Deducimos lo que en el analisis le precedia y seguimos asi
hasta que, volviendo sobre nuestros pasos, llegamos finalmente a lo que se
nos pedia. Dicho proceso lo llamamos sintesis, solucién constructiva o
razonamiento progresivo.

"Hay dos tipos de anilisis; el primero es el analisis de los «problemas
de demostraciény, cuyo objeto es establecer teoremas verdaderos; el otro
es el analisis de los «problemas por resolvery, cuyo objeto es determinar la
incégnita.

"En un «problema de demostraciény, se nos pide demostrar o refutar
un teorema A claramente enunciado. No sabemos si A es verdadero o falso;
pero de A derivamos otro teorema B, luego de B otro teorema C, y asi su-
cesivamente hasta llegar a un ultimo teorema L ya conocido. Si L es verda-
dero, A lo seri igualmente, con tal de que todas las derivaciones sean
reversibles. A partir de L, demostramos K que precedia a L en el analisis
y, asi, regresando paso a paso, llegamos a demostrar B partiendo de C v,
finalmente, demostramos A partiendo de B, alcanzando nuestra meta. Por
lo demas, si L es falso demostramos que A era igualmente falso.

"En un «problema por resolver», se nos pide determinar una cierta
incégnita x que satisfaga una condicién claramente enunciada. No sabemos
si dicha condicién puede ser satisfecha, pero admitiendo que una incégnita
x satisface la condicién impuesta, podemos derivar otra incégnita y que
debe satisfacer una condicién relacionada con la primera; después relacio-
namos y con una tercera incognita y asi sucesivamente hasta llegar a una
Gltima incégnita z que podemos determinar por algiin método conocido.
Si realmente existe una incégnita z que satisface la condicién impuesta,
igualmente existird una incégnita x que satisfaga la condicién primitiva, con
tal de que todas las derivaciones sean reversibles. Determinamos primero z,
después, conociendo z, determinamos la incégnita que precedia a z en el
analisis; y procediendo asi, paso a paso, llegamos a y, de donde finalmente
determinamos x, logrando asi lo propuesto. Si por el contrario, nada satis-
face la condicién impuesta a 2, el problema relativo a x no tiene solucién.”
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No olvidemos que lo que precede no es una traduccién literal, sino una
adaptacién, una pardfrasis. Ciertas diferencias entre los dos textos merecen
anotarse, dado que el texto de Pappus es importante en muchos sentidos.

1. Nouestra parifrasis emplea una terminologia mas precisa que el ori-
ginal e introduce los simbolos A4, B, ... L, x, y ... z que aquél no lleva.

2. La paréfrasis habla de “problemas matemiticos” (pdg. 133, li-
nea 35), mientras que el original habla de “problemas geométricos”. Ello
subraya el hecho de que los métodos descritos por Pappus no se limitan ex-
clusivamente a problemas geométricos, ni incluso a problemas matemiticos.
Tlustraremos lo dicho mediante ejemplos, dado que, en tal caso, conviene
generalizar y desligarse de la naturaleza del tema (véase seccién 3).

3. Ejemplo algebraico. Determinar la incégnita x en la ecuacién

8(4°+47) —54(2*+27°) +101=0

Se trata de un “problema por resolver” que no tiene nada de facil para
un principiante; requiere, en efecto, una cierta familiaridad con el analisis,
no con la palabra, es evidente, sino con la idea de alcanzar la meta por
medio de reducciones repetidas. Ademas, se requiere un buen conocimiento
de ecuaciones mis simples. Incluso con dichos conocimientos, seran nece-
sarios una buena idea, un poco de suerte y un espiritu inventivo que le
lleve a observar que, puesto que 4% = (2%)%y 4* = (2¥)~*, puede ser con-
veniente el introducir una nueva incégnita

y = 2%

En efecto, esta sustitucién es realmente conveniente dado que la ecua-
cién obtenida para y

b | 1
8(j’+—,,|—54<y+——>+ 101 =0
b ¥

parece més sencilla que la ecuacién primitiva. Pero todavia no basta. Se
requiere otra pequefia idea e introducir otra inc6gnita:

2=y :
. . y
que transformara la condicién en
82°— 54z + 85 =0
Aqui termina el anilisis, a condicién de que el que resuelve el problema
sepa resolver ecuaciones de segundo grado.
¢/Cudl es la sintesis? El hecho de llevar a buen término, gradualmente,
los clculos que el analisis dejaba prever como posibles. El que resuelve el

problema no necesita nuevas ideas para terminarlo, sino Gnicamente pacien-
cia y atencién para calcular las diversas incégnitas. El orden del cilculo es
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inverso al orden de la invencién; se determiria primero 2 (z = %, AP
después y (y = 2, %, 4, %) y finalmente, x la incégnita pedida en un
principio (x = 1, —1, 2, —2). La sintesis recorte el anélisis paso por paso
y es facil ver el porqué en el caso presente.

4. Ejemplo no matemdtico. Un hombre primitivo quiere cruzar un
arroyo, peto no lo puede hacer como de costumbre debido a una crecida
que se ha presentado la noche anterior. El cruce del arroyo se torna, pues,
tema de un problema; “cruzar el arroyo” es la x del problema original. El
hombre puede acordatse de haber cruzado un arroyo sobre un 4rbol aba-
tido. Busca en torno suyo para ver si encuentra uno, convirtiéndose este
arbol abatido en su nueva incégnita y. No llega a encontrar ningiin arbol
abatido, pero obsetvando que el arroyo estd bordeado de 4rboles, es su
deseo que uno de ellos cayese a tierra. ;Podria hacer caer uno a través del
arroyo? He ahi una brillan;ze idea que plantea una nueva incégnita: ;Cémo
obrar sobre el drbol para hacerlo caer justamente a través del arroyo?

Si aceptamos la terminologia de Pappus deberiamos llamar “‘analisis”
a esta serie de ideas. Si el hombre primitivo llevaal cabo su analisis, puede
resultar ser el inventor del puente y del hacha. ;Cuil sera la sintesis? La
conversién de las ideas en actos, siendo el acto final el cruce del arroyo por
medio del arbol.

Los mismos objetos forman parte del anélisis y de la sintesis; haciendo
trabajar la mente del hombre en el primer caso, sus musculos en el segun-
do; el anilisis consiste en pensamientos, la sintesis en actos. Hay, sin em-
bargo, entre ellas otra diferencia y es que el orden esti invertido. El cruce
del arroyo es el deseo primordial de donde arranca el anélisis y es igual-
mente el acto final al que llega la sintesis.

5. La parifrasis sugiere, de un modo un poco més preciso que el origi-
nal, el lazo natural existente entre anilisis y sintesis. Dicha relacién es
manifiesta después de los ejemplos anteriores. El anélisis precede, natural-
mente, a la sintesis; el andlisis es la invencidn, la concepcion del plan del
cual la sintesis es la ejecucion.

6. La parifrasis consetva, e insiste incluso sobre ellas, ciertas frases un
tanto curiosas del original: “admitamos que lo que se nos pide hacer ya
estd hecho, lo que buscamos ya estd encontrado, que lo que hay que demos-
trar es verdadero”. Es paradéjico. ;No es absurdo admitir que el problema
por resolver estd resuelto? Es también un tanto oscuro. ;Qué es lo que esto
significa? Si examinamos el contexto de cerca y tratamos de utilizar hones-
tamente nuestra experiencia personal en la solucién de problemas, el signi-
ficado no puede ser equivoco.

Consideremos primero un “problema por resolver”. Llamemos x la
incdgnita y 4, b, ¢ los datos. “Admitir el problema como resuelto”, es admi-
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tir que existe un objeto x que satisface la condicién, es decir, que establece
con los datos 4, b, ¢ las relaciones prescritas por la condicién. Esta hipotesis,
planteada exclusivamente para permitir comenzar el analisis, es provisional
e inofensiva. Dado que, s dicho objeto no existe y el anilisis nos conduce
a cierta parte, nos conducird forzosamente a un problema final que no ten-
ga solucién, y por lo tanto, se pondrd de.manifiesto que el problema ofi-
ginal tampoco la tenfa. Asi pues, la hipétesis habrd sido Gtil. Para exa-
minar la condicién, tenemos que concebir o visualizar geométricamente las
relaciones existentes entre x y 4, b, ¢ prescritas por la condicién. ;Cémo
hacetlo sin concebir x como existente? En fin, la hipdtesis es natural. El
hombre primitivo, cuyas ideas y actos hemos discutido en el parrafo 4, se
ve cruzando el arroyo sobre un arbol abatido antes de poder hacerlo efecti-
vamente; ve su problema “resuelto”’.

El objeto de un “problema de demostracién” es la demostracién de un
cierto teorema A. El consejo de “admitir A como verdadero” no es mis
que una invitacién a sacar las consecuencias de dicho teorema, aunque no
se haya todavia demostrado. Aquellos que, por disposicién de su mente o
filosofia, se rehusen a hacerlo no podrin jamis comenzar un anlisis.

Comparese con FIGURAS, 2; pagina 93.

7. Dos veces se ha empleado, en la parifrasis, la frase “con tal de que
todas las derivaciones sean reversibles”; véase pag. 134, lineas 23, 24 y 37.
Se trata de una interpolacién: el original nada parecido menciona, siendo
observada y criticada en los tiempos modernos la ausencia de dicha condi-
cién. Véase PROBLEMA AUXILIAR, 6, en lo que concierne a la nocién de
“reduccion reversible”; pagina 155.

8. El “analisis de los problemas de demostracién” se ha explicado en
la parfrasis en forma totalmente diferente a la empleada en el original,
pero el sentido no se ha modificado, y en todo caso, no hay ninguna inten-
ci6n de hacerlo. En cuanto al anélisis de los “problemas por resolver”, se
ha explicado en la parifrasis en forma mds concreta que en el original;
éste parece querer describir un método mds general, la construccién de una
cadena de problemas auxiliares equivalentes, tal como lo bemos descrito en
PROBLEMA AUXILIAR, 7; pagina 156.

9. Muchos textos de geometria elemental contienen algunas observa-
ciones sobre anilisis, sintesis y sobre el hecho de “considerar el problema
como resuelto”. No es de dudarse que esta tradicién, sélidamente implan-
tada, se remonte a Pappus, pese a que ninguno de los textos en cuestién
se refiera a dicho filésofo. El tema es bastante importante como para ser
mencionado incluso en textos elementales, pero con el riesgo de ser mal
interpretado. El solo hecho de que esté limitado a los textos de geometria
demuestra una evidente falta de comprensién (ver parrafo 2). Si las consi-
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deraciones precedentes pudiesen contribuir a mejorar dicha comprension
de la cuestion, su desarrollo estaria ampliamente justificado.

Para otro ejemplo, un punto de vista diferente y comentarios més ex-
tensos, véase RAZONAMIENTO REGRESIVO; compirese igualmente REDUC-
CION AL ABSURDO y DEMOSTRACION INDIRECTA.

Paradoja del inventor. El plan mds ambicioso puede ser también
el mejor,

Tal proposicion puede parecer paradéjica. Sin embargo, cuando se
pasa de un problema a otro, se puede observar con frecuencia que el nuevo
problema, mis “ambicioso™ que el primero, es por lo demas mis facil de
resolver. Puede ser més facil responder a varias preguntas que a una sola.
El teorema cuyo alcance es mds extenso puede ser mas facil de demostrar; el
problema mis general, més ficil de resolver.

Por otra parte, la paradoja desaparece si examinamos de cerca algunos
ejemplos (GENERALIZACION, 2; INDUCCION E INDUCCION MATEMATICA,
7). El plan mds ambicioso puede tener més probabilidades de éxito a con-
dicién de que no se funde en la pura pretensién sino en alguna vision de
las relaciones que sobrepase las que se encuentran en primer término.

Particularizacién. Consiste en pasar de la consideracién de un con-
junto de objetos dado a la consideracién de un conjunto mas pequefio —o
incluso de un solo objeto— contenido en el conjunto dado, La particulari-
zacibn es con frecuencia atil en la solucién de problemas.

1. Ejemplo. En un tridngulo sea r el radio del circulo inscrito, R el
radio del circulo circunscrito y H la altura mayor, Se tiene entonces

r+R=H

Se trata de demostrar (o refutar) este teorema; * es un “problema por
demostrar”,

El teorema propuesto es de tipo poco coman y puede ser dificil el recor-
dar algin teorema relativo a tridngulos que tenga una conclusién similar.
Si no encontramos alguno, podemos tratar de verificar el teorema en un
caso_particular, por ejemplo, en el caso que el tridngulo fuese equiltero.

En dicho caso
H _2H
] e
lo que implica, en dicho caso, que el teorema es correcto.
Si no se presenta ninguna otra idea, podemos tratar entonces el caso
particular menos restringido del triingulo issceles. La forma de un tridn-

gulo isésceles varia con el dngulo en el vértice, existiendo dos casos limites,

* The American Mathematical "Monthly, vol. 50 (1943) pag. 124 y vol. 51
(1944) pags. 234-236.
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el caso en que el dngulo en el vértice es igual a 0° y el caso en que es igual
a 180°. En el primer caso, la base del tridngulo isésceles se reduce a cero
y es notable que

r=0 R=—H

Por consiguiente el teorema se verifica. En el segundo caso limite, las
tres alturas se anulan y se tienen

r=20 R=x H -0

La proposicién no se verifica. Hemos demostrado que el teorema propuesto
es falso y asi queda resuelto el problema.

Observemos de paso que la proposicién resulta igualmente falsa en el
caso del tridngulo isosceles cuyo dngulo en el vértice es casi de 180°. Pode-
mos, pues, descartar “oficialmente” los casos extremos que parecerian no
ser del todo “ortodoxos”.

2. “L’exception confirme la régle.” “La excepcidn confirma la regla.”
Este dicho no es més que una especie de broma, imaginada para ridiculizar
la flexibilidad de un cierto tipo de légica. Hablando seriamente, diremos
que, al contrario, una sola excepcion basta para refutar irrevocablemente
lo que pretende ser una regla o una afirmacién de caricter general. El mé-
todo mds corriente y con frecuencia el mejor para refutar tal propo-
sicién consiste precisamente en encontrar un objeto que no encuadre con
ella; ciertos autores llaman a dicho objeto contra-ejemplo.

La proposicién que por hipétesis es general, concierne a un cierto con-
junto de objetos; para refutarla particularizamos eligiendo, en dicho conjun-
to, un objeto que no encuadre en ella. El ejemplo precedente, pirrafo 1,
muestra cémo se opera. Podemos examinar, en principio, cualquier caso
particular sencillo, es decir, un objeto, elegido al azar, en el cual po-
damos facilmente verificar la proposicién. Si la experiencia muestra que el
caso no encuadra en la proposicién general esa se da por refutada, que-
dando terminada nuestra labor. Si al contrario, el objeto examinado con-
firma la proposicién, es posible deducir algo util de su examen. Podemos
tener la impresion de que la proposicién, pese a todo, es cierta, y quiza ello
nos dé una idea de la direccién en que tenemos que buscar la demostracién.
O bien, como en el ejemplo del parrafo 1, podemos entrever dénde y
cémo buscar el contra-ejemplo, es decir, otros casos particulares para exa-
minar. Podemos modificar el caso ya examinado, variarlo, buscar algtn caso
particular menos restringido, tratar de encontrar casos extremos, como en
el parrafo 1.

Los casos extremos son particularmente instructivos. Si una afirmacion
general se supone aplicable a todos los mamiferos, debe aplicarse igual-
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mente a un mamifero tan raro como la ballena: no olvidemos el caso ex-
tremo de la ballena. Examinéndolo de cerca quiza lleguemos a refutar la
afirmacién general, ya que estos casos extremos corren el riesgo de ser olvi-
dados por los inventores de generalidades. Si al contrario, constatamos que
la proposicién se verifica incluso en el caso extremo, deduciremos de dicha
constatacién una demostracién por induccién tanto mas sélida cuanto mas
grandes eran los riesgos de refutacién. Estamos, pues, tentados a transfor-
mar el dicho del cual partimos y decir: “La posible excepcién permite el
estudio de la regla.”

3. Ejemplo. Se conoce la velocidad de dos barcos y sus posiciones en
un momento dado; cada barco sigue un camino rectilineo con velocidad
constante. Determinar la distancia entre los dos barcos cuando estin mis
cerca uno de otro.

¢Cudl es la incégnita? La minima distancia entre dos méviles, conside-
rando a estos como puntos materiales.

¢Cudles son los datos? Las posiciones iniciales de los puntos materiales
moviles y la velocidad de cada uno de ellos. Dichas velocidades son cons-
tantes en valor absoluto y en direccidn.

¢Cudl es la condicion? Se debe evaluar la distancia entre los méviles
cuando esa es minima, es decir, en el momento en que los méviles estin
mas cerca uno de otro.

Dibuje una figura. Introduzca una notacién apropiada. En la figura 15,
los puntos A y B indican Ia posicién inicial dada de los dos barcos. Los seg-
mentos de recta orientados (vectores) APy BQ representan las velocidades

B

G

—
P A

F1G. 15

dadas de tal forma que el primer barco se desplaza segtin la recta que pasa
por los puntos A y P y cubre la distancia AP en la unidad de tiempo; el
segundo barco se desplaza del mismo modo siguiendo la recta BO.



Particularizacion 141

¢Cudl es la incégnita? La minima distancia entre los ‘dos barcos, uno
desplazandose a lo largo de AP y el otro a lo largo de BQ.

En este momento el problema esta claro; sin embatgo, si s6lo queremos
utilizar medios elementales, podemos todavia preguntarnos cémo se puede
resolver. No es de los mas féciles, y su dificultad estriba en una partlculan-
dad que podemos expresar diciendo ° ‘que hay demasiada variedad”. Las
posiciones iniciales 4 y B, asi como las velocidades AP y BQ pueden darse
de diversos modos; de hecho, los cuatro puntos A, B, Py Q se pueden ele-
gir arbitrariamente. Ahora bien, la solucién requerida debe convenir sean
cuales fueren los datos y no vemos todavia el medio de hacer cuadrar una
misma solucién con todas estas posibilidades. Esta impresién de “dema-
siada variedad” puede dar lugar, a la pregunta y siguiente respuesta:

¢Podria imaginar algin problema relacionado al suyo y que sea mds
accesible?; ;un problema mds particular? Existe, claro esta, el caso extremo
en el que una de las velocidades sea nula. En efecto, el barco puede echar
ancla en B y Q coincidir con B. La distancia mas corta entre el barco pa-
rado y el barco navegando serd la perpendicular bajada desde el primero
a la recta por la cual se desplaza el segundo.

4. Si esta Gltima idea nos viene a la mente al mismo tiempo que un
presentimiento que nos incita a llevar mds lejos el caso, si, en otros térmi-
nos, presentimos que este caso particular extremo (que podria parecernos
demasiado sencillo para ser interesante) va a tener un cierto papel en nues-
tra investigacion, podemos calificar de brillante esta idea.

He aqui un problema relacionado al suyo: problema particular que
acaba de resolver. ;Puede utilizarlo?; ;podria emplear su resultado?; ;debe
introducir algiin elemento auxiliar para poder utilizarlo? Hay que utilizatlo,
¢pero cémo? ;Cémo se puede utilizar el resultado obtenido en el caso en
que B permanece parado mientras B se desplaza? La inmovilidad es un caso
particular del movimiento; y el movimiento mismo es relativo. Es por ello
que, sea cual fuere la velocidad dada para B, puedo considerar a B como
en reposo. Enunciemos esta idea mds claramente: si doy a todo el sistema
representado por dos barcos el mismo movimiento uniforme, las posiciones
relativas no cambian, las distancias relativas entre los dos barcos permane-
cerdn iguales, especialmente la mds corta. Puedo, pues, dar un movimiento
que reduzca a cero la velocidad de uno de los barcos y asi reducir el caso
general del problema al caso particular que acabo de resolver. Afiadamos
a BQ 'y a AP una velocidad opuesta a BQ, pero de igual magnitud. Es este
el elemento auxiliar que va a permitir utilizar el resultado particular.

La figura 16 muestra cémo determinar la minima distancia BS.

S. La solucién precedente (parrafos 3 y 4) tiene un desarrollo l6gico
que amerita analizarse y recordatse.
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Para resolver el problema inicial (parrafo 3, primeras lineas) hemos
resuelto en principio otro problema al que llamamos problema auxiliar
(parrafo 3, Gltimas lineas) y que es un caso particular del problema inicial
(caso extremo en el que uno de los dos barcos esta parado). Ese problema
inicial habia sido propuesto mientras que el problema auxiliar ha sido ima-
ginado en el transcurso de la solucién. Mientras que el problema inicial
parecia dificil, Ia solucién del problema auxiliar se ha obtenido de inme-
diato; este Gltimo era desde luego, como caso particular, mucho menos
ambicioso que el problema inicial. ;Cémo ha sido posible resolver este
Gltimo a partir del auxiliar? Simplemente por la introduccién, en el pro-

FiG. 16

blema auxiliar, de una observacién suplementaria e importante acerca de
la relatividad del movimiento.

Si hemos logrado resolver el problema inicial, ello se debe a dos obser-
vaciones. Primera, imaginar un problema auxiliar cuya ayuda nos ha sido
Gtil. Después hemos descubierto una observacién importante que nos ha
permitido pasar de este problema al problema inicial. Hemos resuelto asi
el problema propuesto en dos etapas, del mismo modo que se puede cruzar
un arroyo de dos pasos si se encuentra en medio una piedra que permita,
provisionalmente, apoyatse en ella.

En suma, hemos utilizado el problema auxiliar —particular, mas facil,
menos ambicioso— como peldafio.

6. La patticularizacion tiene otros muchos usos de los que no podemos
tratar aqui; mencionemos solamente que puede usarse en la verificacién de
la solucién (;PUEDE COMPROBAR EL RESULTADO?, 2; pagina 167.)

El profesor necesita con frecuencia de un tipo de particularizacién un
tanto primitiva que consiste en dar a los elementos matematicos abstractos
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de un problema UNA INTERPRETACION CONCRETA. Por ejemplo, si el pro-
blema considera un paralelepipedo rectangular, el profesor puede tomar
como ejemplo el salén donde da su clase (secciéon 8). En geometria ana-
litica del espacio, puede utilizar un rincén de la clase como origen de coor-
denadas, el suelo y dos muros como planos coordenados, tres aristas de la
sala como ejes de coordenadas. Para explicar la nocién de superficie de
revolucién, puede trazar con la tiza una curva bajo la puerta al abrirla
despacio. Son procedimientos sencillos, pero eficaces para hacer compren-
der mejor las matematicas a los alumnos. Siendo las matematicas una cien-
cia muy abstracta, deberia presentarse muy concretamente.

Pedanteria y maestria son dos actividades opuestas que se pueden
adoptar respecto a las reglas.

1. Aplicar una regla al pie de la letra, en forma rigida, sin plantearse
preguntas, tanto si es aplicable o no, es pedanteria. Ciertos pedantes no son
sino pobres gentes que nada han comprendido de las reglas que aplican
tan a conciencia y sin ningan discernimiento. Otros, sin embargo, obtienen
resultados excelentes: son aquellos que, habiendo comprendido las reglas,
al principio al menos (antes de volverse pedantes) han elegido una buena,
aplicable a numerosos casos y que sélo falla ocasionalmente.

Aplicar una regla con cierta soltura, con juicio, notando los casos con-
venientemente y sin dejar jamds que la formulacion verbal oscurezca el fin
de la accién o las oportunidades de la situacién, he ahi la maestria.

2. Las preguntas y sugerencias de nuestra lista pueden ser utiles tanto
a los maestros como a quienes resuelven problemas. Pero, ante todo, se
deben comprender, aprender por tanteos el modo de emplearlas pasando
por una serie de fracasos y de éxitos y experimentar su aplicacién. En se-
gundo lugar, jamis se deben emplear en forma pedante. Jamas plantear
una pregunta o hacer una sugerencia sin reflexionar, como si se obedeciese
a una costumbre rigida. Dispéngase a escuchar preguntas y sugerencias va-
riadas y ponga a prueba su facultad de juicio. Si trabaja en un problema
cada una de sus tentativas le debe ser inspirada libremente por medio de
un examen atento del problema. Si usted quiere ayudar a un alumno, sus
consejos deben provenir de la comprensién de sus dificultades.

Y si, inclinado a la pedanteria, estima que debe apoyarse en una regla,
observe esta: emnplear siempre y ante todo la inteligencia.

Planteo de la ecuacién. El planteo de la ecuacién es semejante a una
traduccién (véase NOTACION, 1). Dicha comparacién, empleada por New-
ton en su Arithmetica universalis, puede ayudar a esclarecer la naturaleza
de ciertas dificultades con que tropiezan con frecuencia tanto maestros
como alumnos.

1. Plantear la ecuacidn es expresar por medio de simbolos matema-
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ticos una condicién formulada en palabras. Es traducir el lenguaje llano a
férmulas matemdticas. Las dificultades que podemos tener en plantear la
ecuacién de un problema son idénticas a las que nos ofrece una traduccién,

Para traducir una frase del espafiol al inglés dos cosas son necesarias:
Primera, comprender a fondo la frase espafiola y, segunda, estar familia-
rizado con las formas de expresién propias del inglés. La situacién es muy
semejante cuando se trata de expresar en simbolos mateméticos una condi-
cién propuesta en palabras. Se requiere el comprender a fondo la condicién
y estar familiarizado con las formas de expresién matemdticas.

Cuando se puede hacer literalmente, palabra por palabra, resulta bastan-
te facil traducir al inglés un texto espafiol; pero existen expresiones del es-
pafiol para las cuales ello no es posible. Si el texto contiene expresiones de
este tipo, la traduccién resulta dificil: deberemos dedicar mas atencién al
sentido general del texto que a las palabras mismas, y antes de traducirlo,
tendremos sin duda que cambiarlo.

Sucede exactamente igual en el planteo de la ecuacién. En los casos
sencillos, el enunciado verbal se divide casi autométicamente en diversas
partes, cada una de las cuales puede ser inmediatamente transcrita en tét-
minos matemiticos. En los casos mds complicados, la condicién comprende
elementos que no pueden ser de inmediato traducidos en simbolos; debere-
mos entonces dedicar menos atencién al enunciado para concentrarnos més
en el sentido. Y en tales casos, antes de poner férmulas por escrito, debere-
mos transformar primero la condicién aunque teniendo presentes todos los
recursos del lenguaje matematico.

En todos los casos, sencillos o complicados, tenemos que comprender la
condicion, distinguir sus diversas partes y preguntarnos: ;Pueden formu-
larse? En los casos sencillos, lograremos facilmente dividir la condicién en
elementos faciles de transcribir en simbolos matematicos; en los casos difi-
ciles, dicha operacién es menos evidente.

Relea esta exposicién tras el estudio de los siguientes ejemplos,

2. Encontrar dos niimeros tales que su suma sea 78 y su producto 1296.

Dividamos verticalmente la pégina en dos. De un lado escribamos el
enunciado, distinguiendo sus diversas partes; del otro lado, escribiremos
los signos algebraicos correspondientes a cada parte del enunciado. El ori-
ginal a la izquierda, la traduccién, en simbolos, a la derecha.

Formulemos el problema

En espafiol ' En lenguaje algebraico
Encontrar dos nimeros X,y
cuya suma sea 78 y cuyo x+y=78

producto sea 1296 xy = 1296
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En este caso, el enunciado se divide casi automaticamente en partes
sucesivas, cada una de las cuales puede transcribirse de inmediato en sim-
bolos matematicos.

3. Encontrar la longitud de la base y la altura de un prisma de base
cuadrada conociendo su volumen, 63 cm?, y su superficze, 102 cm?®.

¢Cudles son las incdgnitas? El lado de la base, sea x, y la altura del pris-
ma, sea y.

¢Cudles son los datos? El volumen, 63 cm?®, y el area, 102 cm?.

¢Cudl es la condicion? El prisma cuya base es un cuadrado de lado x
y cuya altura es y, debe tener un volumen de 63 cm® y una superficie de
102 cm?®.

Distinguir las diversas partes de la condicion. Existen dos partes, una
relativa al volumen, y otra a la superficie.

Casi automaticamente nos limitarémos a considerar, a fin de dividir la
condicién completa, estos dos tnicos elementos; pero no podremos escribit-
las “inmediatamente”’. Debemos saber en principio cémo calcular el volu-
men y las diversas partes de la superficie. Sin embargo, si nuestros conoci-
mientos de geometria son suficientes, podemos ficilmente formular de
distinto modo las dos partes de la condicién, de modo de hacer posible
el planteo de la ecuacién. Para tal fin, escribamos sobre el lado izquierdo
de la pégina el enunciado del problema presentado en forma diferente y
mis desarrollado a fin de poderlo traducir al lenguaje algebraico

Determinar el lado de la base x
y la altura ¥y
de un prisma de base

cuadrada.

1° El volumen es dado. 63

La superficie de la base
que es un cuadrado de

lado x x?

y la altura ¥y
determinar el volumen,

que es el producto. x"y =63
2° La superficie es dada. 102
Consiste en dos cuadrados

de lado x 2x?

y en cuatro rectingulos

de base x y altura y 4xy

cuya suma constituye
la superficie. 2x* + 4xy = 102
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4. Conociendo la ecuacion de una recta y las coordenadas de un panto,
determinar el punto simétrico al punto dado con relacién a la recta dada.

Se trata aqui de un problema de geomettia analitica plana.

¢Cudl es la incégnita? Un punto de coordenadas p y 4.

¢Cudles son los datos? La ecuacién de una recta, digamos y = mx + n,
y un punto de coordenadas 4, 4.

¢Cudl es la condicion? Los puntos (a, b) y (p, q) son simétricos con
respecto a la recta y = mx + 2.

Aqui se plantea la dificultad esencial consiste en dividir la condicién
en diversas partes cada una de las cuales puede expresarse en el lenguaje de
la geometria analitica. Es necesario comprender bien la naturaleza de dicha
dificultad. Una descomposicién de la condicién en elementos puede no
presentar ninguna objecién desde el punto de vista 16gico, pero puede re-
sultar totalmente indtil. Lo que se requiere aqui es descomponerla en ele-
mentos que permitan la expresién analitica, Para obtener dicha descompo-
sicién tenemos que referirnos a la definicién de simetria, pero teniendo
presentes los recursos de la geometria analitica. ;Qué se entiende por sime-
tria respecto de una recta? ;Qué relaciones geométricas podemos expresar
de modo simple en geometria analitica? Concentrémonos en la primera
pregunta, pero sin olvidar la segunda. Asi llegamos a encontrar la descom-
posicién que vamos a formular.

El punto dado (a, b)
y el punto que se
busca (7, q)
estan en una relacién
tal que:

1° La recta que los une qg—b 1
es perpendicular a P —a m
la recta dada;
2° El punto medio b+ 2+

del segmento que 3 1 - 5 ? Tn
los une se halla

sobre la recta dada.

¢Podria enunciar el problema en forma diferente? ;Podria nueva-
mente enunciatlo en otra forma? Estas preguntas tienen por objeto obtener
una VARIACION DEL PROBLEMA, pagina 193.

Refiérase a las definiciones. Véase DEFINICION, pagina 67.

¢Podria deducir de los datos algtn elemento atil? Estamos ante un
problema no resuelto, ante una pregunta. Tenemos que determinar la rela-
cién entre los datos y la incégnita. Podemos representarnos el problema
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como un espacio virgen entre los datos y la incégnita, o como un abismo
sobre el cual hay que tender un puente. Podemos comenzar la construc-
cién de dicho puente a partir de cualquiera de los lados, es decir, de los
datos o de la incdgnita.

Mire bien la incdgnita. Trate de pensar en un problema que le sea
familiar y que tenga la misma incégnita o una similar. Esta frase nos sugie-
re comenzar el trabajo a pattir de la incognita.

Mire bien los datos jPodria deducir de los datos algsn elemento 4til?
Esta frase, por el contrario, nos sugiere comenzar el trabajo a partir de los
datos.

En general parece preferible comenzar el razonamiento a partir de la
incégnita (véase PAPPUS y RAZONAMIENTO REGRESIVO). Sin embargo, el
comenzar a pattir de los datos ofrece también posibilidades de éxito. De-
biéndose ensayar con frecuencia este punto de partida, vamos a ilustrarlo
por medio de un ejemplo. .

Ejemplo. Dados tres puntos A, B, C, trazar una recta que pase por
A entre By Cy que esté a igual distancia de By de C.

;Cudles son los datos? Tres puntos A, B, C, de los cuales se da la posi-
cién. Tracemos una figura haciendo aparecer dichos datos (fig. 17).

Ae

Ne

Fi6, 17

cCudl es la incégnita? Una recta.

oCudl es la condicion? La recta requerida pasa por A entre By C, a
igual distancia de esos dos puntos. Reunamos los datos y la incégnita en
una figura que haga ver las relaciones requeridas (fig. 18). Esta figura,
sugerida por la definicién de distancia de un punto a una recta, muestra
los 4ngulos rectos implicitos en dicha definicién.

Sin embargo, la figura asi trazada resulta ain “muy vacia”. La recta
desconocida estd relacionada de forma poco satisfactoria con los datos A4,
By C. La figura requiete alguna linea auxiliat, hay que afiadirle algo. ;Pero
qué? Incluso un buen alumno puede desorientarse en este momento. Puede,
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claro estd, intentar varios caminos, pero el mejor medio de encauzarlo es

la siguiente pregunta: ;Podria deducir de los datos algin elemento #til?
De hecho, ¢cudles son los datos? Los tres puntos exhibidos en la fi-

gura 17, nada mas. No hemos utilizado todavia suficientemente los puntos

Fi1G. 18

By C; hay que deducir algo 1til de ellos. ;Pero qué hacer con dos pun-
tos solamente? Unirlos por una recta. Trazamos, pues, la figura 19.

Si superponemos las figuras 18 y 19, la solucién aparece de inmediato.
En efecto, obtenemos dos tridngulos rectingulos que son semejantes y un
nuevo punto de interseccién de una importancia capital.

B

c
Fi16. 19

¢Por qué las demostraciones? Se cuenta de Newton una anécdota
clasica. Joven estudiante, comenzd el estudio de la geometria, como era
costumbre en su tiempo, por la lectura de los Elementos de Euclides.
Ley6 los teoremas, constat su exactitud y omitié las demostraciones, pre-
guntindose por qué se tomaban tantas molestias en demostrar verdades tan
evidentes. Afios mds tarde, sin embargo, cambi6 de parecer y fue un ad-
mirador de Euclides.

uténti sta anécdota nos lleva iguiente: ;

Auténtica o no, esta anécdota nos lleva a la pregunta siguiente: ;por

qué aprender o ensefar las demostraciones? ;Qué vale més, nada demostrar,
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demostrarlo todo o demostrar en parte? Y si sélo se dan algunas demostra-
ciones, ;como escogerlas?

1. Demostraciones completas. Para ciettos 1gicos sélo existen las de-
mostraciones completas. Las asi denom.inadas no deben tener ninguna la-
guna, ninguna falla, ninguna incertidumbre de ninguna especie; de lo
contrario, no es una demostracxon ¢Existen, en la vida diaria, en el proceso
de los trxbunales en la fisica, demostraciones completas segun dicha defi-
nicién? En realidad no. Es, pues, dificil de comprender cémo podriamos
adquirir la nocién de una demostracién tan rigurosamente concebida.

Podemos decir, exagerando un poco, que tal idea es debida 2 un hom-
bre y a un libro: Euclides y sus Elementos. En todo caso, incluso hoy en dia,
el estudio de los elementos de la geometria plana es el que suministra la
mejor oportunidad de adquirir la nocién de la demostracién rigurosa.

Tomemos como ejemplo la demostracién del teorema: Ex todo triin-
gulo, la suma de los dngulos interiores es igual a 180°.* La figura 20, que
es parte integrante de nuestro equipaje intelectual, necesita poca explicacién.

A

F1G. 20

Se ha trazado por el vértice A una paralela al lado BC. Los 4ngulos
en B y C son respectivamente iguales a los dos 4ngulos exteriores forma-
dos en A, en virtud de la igualdad de los 4ngulos alternos internos com-
prendidos entre paralelas. Asi pues, los tres 4ngulos del trisngulo son
iguales a los tres dngulos que tienen por vértice comtn el vértice A y for-
man un 4ngulo llano equivalente a dos 4ngulos rectos. El teorema queda
asi demostrado.

Si un alumno termina sus estudios de matematicas sin haber compren-
dido realmente las demostraciones de este tipo, estard en su derecho al
recriminar a sus profesores. De hecho, debemos clasificar las cosas segtin
su importancia. Si dejamos que un alumno ignore tal o cual hecho particu-
lar de geometria, no importa gran cosa, dado que probablemente no se

* En la proposicién 32 del Libro I de los Elementos de Euclides. La demostra-
cién que sigue no es de Euclides, pero era conocida de los griegos.
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tenga que valer nunca de ello; pero si descuidamos el ensefiarle las demos-
traciones geométricas, ignorara los mejores y mis sencillos ejemplos de la
demostracién exacta y perderd la mejor ocasién de su vida para adquirir
la nocién de lo que es un razonamiento riguroso. Falto de esta nocién,
adolecerd siempre de la falta de un punto de comparacién para juzgar el
valor de las “demostraciones” que le propondra la vida moderna.

En suma, si la educacién tiende a dar al alumno la nocidén de la demos-
tracién intuitiva y del razonamiento légico, deberd reservar un lugar a las
demostraciones geométricas.

2. Sistema logico. La geometria, tal como se presenta en los Elemen-
tos de Euclides, no es un simple conjunto de hechos, sino un sistema légico.
Los axiomas, las definiciones y proposiciones no estin agrupadas al azar,
sino dispuestas en un orden perfecto. Cada proposicién ocupa un lugar de
tal suerte que resulta de los axiomas, de las definiciones y de las proposi-
ciones precedentes. Se puede considerar esta disposicién como el principal
logro de Euclides y dicho sistema légico como el mérito esencial de sus
Elementos.

La geometria de Euclides no es solamente un sistema 16gico, es el pri-
mero y el mis grande ejemplo de este género de sistema que otras ciencias
han tratado —y tratan todavia— de imitar. En cuanto a las que estin mis
alejadas de la geometria, como la psicologia y la jurisprudencia, jincluso
ellas deben plegarse a dicha 16gica rigida? La pregunta es discutible, pero
nadie puede participar en el debate competentemente sin estar familiari-
zado con el sistema euclideano.

Ahora bien, el sistema descansa sobre demostraciones. Cada proposi-
cién estd ligada por una demostracién a los axiomas, a las proposiciones, a
las definiciones que la preceden. Si no hemos asimilado esta manera de
demostracién, no podemos comprender la esencia misma del sistema.

En resumen, si la educacién tiende a dar al alumno la nocidén del sis-
tema 16gico, debe reservar un lugar a las demostraciones geométricas.

3. Sistema mnemotécnico. Es creencia del autor que las nociones de
la demostracion intuitiva, del razonamiento riguroso, del sistema légico
son recomendables en la mayoria de los casos. Hay, sin embargo, casos en
los cuales el estudio de dichas nociones no se considera absolutamente
necesario, sea por falta de tiempo sea por alguna otra razén. Pero, aun en-
tonces, puede ser deseable conocer las demostraciones.

Estas suministran Ja demostracién intrinseca, permiten al sistema l16gico
formar un todo, y nos ayudan a recordar las diversas componentes de este
todo. Tomemos el ejemplo tratado aqui antes (fig. 20). Dicha figura
pone en evidencia el hecho de que la suma de los angulos de un tridngulo
vale 180°, relacionando este hecho con el de la igualdad de los ingulos
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alternos internos. Los hechos relacionados entre si son mds interesantes y
mis faciles de retener que los hechos aislados. Asi pues, la figura fija en
nuestra mente dos proposiciones geométricas relacionadas y, finalmente,
la figura y las proposiciones acaban formando parte de nuestro equipaje
intelectual.

Vayamos ahora al caso en que no se pretende adquirir ideas generales,
sino fijar solamente ciertos puntos. Incluso en casos de ese tipo, los hechos
deben ser presentados unos con relacién a otros, en una especie de sintesis,
dado que es més dificil retener detalles aislados, pues se olvidan ficilmente.
Cualquiera que sea la relacién que una los hechos de modo sencillo, natural
y durable, serd bienvenida. Tal sistema no necesita basarse en la l6gica,
pero debe solamente concebirse de un modo que ayude eficazmente a la
memoria; debe set muemotécnico. Afadamos que, incluso en un sistema
puramente mnemotécnico, las demostraciones pueden ser tiles, sobre todo
si son sencillas. Por ejemplo, el alumno debe aprender el teorema relativo
a la suma de los 4ngulos de un tridngulo y el de los dngulos alternos intet-
nos. ;Existe algin procedimiento més simple, mis natural o mis eficaz que
el de la figura 20, para fijar estos dos hechos?

Resumiendo, aun sin dar particular importancia a las ideas 16gicas ge-
nerales, las demostraciones pueden ser Gtiles tanto como el procedimiento
mnemotécnico.

4, Sistema de recetario de cocina. Hemos expuesto las ventajas de las
demostraciones, pero nos hemos cuidado bien de no recomendarlas como
una panacea universal. Existen, en efecto, casos en los que es practicamente
imposible utilizarlas, por ejemplo, el de la ensefianza del calculo diferencial
e integral a los alumnos de ingenieria.

Para presentarse con un rigor conforme a las exigencias modernas, el
calculo infinitesimal exige demostraciones relativamente dificiles y sutiles
(“demostraciones épsilon”). Sin embargo, los ingenieros lo estudian en
vista de su aplicacién y no tienen ni suficiente tiempo ni suficiente prac-
tica ni suficiente interés para debatirse en demostraciones largas o apreciar
sutilezas. En tales casos se tiende a suprimir todas las demostraciones; peto,
haciendo esto, se reduce el calculo infinitesimal al nivel de un recetario
de cocina.

El libro de cocina da una descripcién detallada de los ingredientes y del
procedimiento, pero no da razones ni demostraciones que fundamenten sus
indicaciones o recetas; la demostracién del “‘pudding” reside en su sabor.
El libro de cocina responde desde luego a la perfeccion a su propésito; no
necesita apoyarse sobre ningtin sistema légico o mnemotécnico dado que
sus recetas se escriben o se imprimen y no estin destinadas a aprenderse
de memoria.
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Otra suerte corre el autor de un texto de célculo infinitesimal o el
profesor universitario; ninguno de ellos logrard su propésito si siguen de
cerca el sistema del libro de cocina. Si expone métodos sin demostrar, sin
motivat, dichos métodos no serdn comprendidos; si da reglas sin explicar,
sin relaciones entre ellas, se olvidarin répidamente. La matemiticas no se
pueden demostrar a la manera de un “pudding”; si se excluyen todas las
formas de razonamiento, un curso de cilculo infinitesimal se convertird en
una especie de inventario incoherente, sin la menor posibilidad de sumi-
nistrar informacién alguna.

5. Demostraciones incompletas. El mejor modo de resolver el dilema
que se plantea entre la demostracién demasiado larga y el libro de cocina
podria consistir en utilizar —sin exceso— la demostracién incompleta.

Para un légico estricto, una demostracién incompleta no es demostra-
cién. Y clato estd, las demostraciones incompletas deben distinguirse cui-
dadosamente de las completas; confundirlas esti mal, hacer pasar una por
otra es peor. Es penoso ver al autor de un texto presentar una demostracién
incompleta de manera ambigua, vacilando visiblemente entre la verglienza
y el deseo de hacer creer que la demostracién es completa. Las demostra-
ciones incompletas, sin embargo, pueden ser ttiles cuando se las emplea
adecuadamente y con buen gusto; tienen por objeto no el sustituir las de-
mostraciones completas —lo cual no es posible— sino el dar a una expo-
sicién interés y cohetencia.

Ejemplo 1. Una ecuacion algebraica de grado n tiene exactamente n
raices. Esta proposicién, llamada por Gauss el Teorema Fundamental del
Algebra, ha de presentarse con frecuencia a alumnos no preparados para
comprender la demostracién. Saben, sin embargo, gue #na ecnacién de pri-
mer grado tiene una vaiz y que una de segundo grado tiene dos. Por otra
parte esa proposicién comprende una parte facil de demostrar: ninguna
ecuacion de grado n tiene mds de n raices diferentes.

¢Constituyen los hechos mencionados una demostracién completa del
Teorema Fundamental? De ningin modo. Bastan sin embargo, para pre-
sentarlo de un modo interesant® y plausible y para fijarlo en la mente de
los alumnos, lo que es esencial. '

Ejemplo 2. La suma de dos dngulos formados por las aristas de un
dngulo triedro es superior al tercero. Es evidente que el teorema se reduce
a afirmar que en un tridngulo esférico la suma de dos lados es superior al
tercero. Hecha esta observacién, pensamos naturalmente en la analogia
entte el tridngulo esférico y el tridngulo rectilineo. ;Dichas observaciones
constituyen una demostracién? De ningdin modo, pero nos ayudan a com-
prender el teorema propuesto y recordarlo.

El primer ejemplo presenta un interés histérico. Durante 250 afios apro-
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ximadamente, los matematicos creyeron en el Teorema Fundamental, sin
conocer la demostracién perfecta, de hecho sin mayores bases que las men-
cionadas aqui. El segundo ejemplo muestra que la ANALOGIA es una fuente
importante de hipétesis. En las matematicas, como en las ciencias naturales
y fisicas, el descubrimiento nace a menudo de la observacién, la analogia y
la induccién. Esos medios, empleados con cautela para poner en pie un
razonamiento heuristico plausible, son particularmente del gusto del fisico
y del ingeniero. (Véase INDUCCION E INDUCCION MATEMATICA, 1, 2, 3.)

El papel e interés de las demostraciones incompletas se explican en
parte en nuestro estudio de la solucién. Una cierta experiencia del modo
de resolver los problemas muestra que Ja primera idea de una demostracion
es con frecuencia incompleta. La observacién esencial, la relacién principal,
el germen de la demostracién, pueden haberse encontrado, pero los detalles
a menudo dificiles no vienen sino después, Algunos autores tienen el don
de no presentar mas que el germen de la demostracién, la idea principal
bajo la forma més simple e indicar la naturaleza de los detalles restantes.
Tales demostraciones, pese a lo incompleto, pueden ser mucho mis instruc-
tivas que una demostracién presentada en todos sus detalles.

Resumamos: las demostraciones incompletas pueden servir de procedi-
miento mnemotécnico (pero, claro estd, sin pretender sustituir a las demos-
traciones completas) cuando se busca una cierta coherencia de presentacion
y no un encadenamiento 6gico riguroso.

Es muy peligroso hacer elogios de las demostraciones incompletas. Se
pueden evitar posibles abusos observando algunas reglas. En primer lugar,
si 12 demostracién es incompleta, hay que sefialarlo en alguna parte, de un
modo o de otro. Después, ningiin autor o profesor tiene el derecho de
presentar una demostracién incompleta de un teorema si no conoce muy
bien la demostracién completa.

Por lo demis se puede confesar que no es-ficil el presentar en forma
elegante una demostracién incompleta.

Problema auxiliar. Es un problema que consideramos no por su pro-
pio interés, sino porque esperamos que su estudio nos ayude a resolver otro
problema, el original. El problema original es un fin que queremos alcan-
zar, el problema auxiliar es un medio por el cual tratamos de alcanzarlo.

Un insecto intenta una y otra vez escaparse a través de un vidrio de la
ventana y no trata de hacerlo por la siguiente ventana que, sin embargo,
esta abierta y por la cual se introdujo en el cuarto. Un hombre debe ser
capaz de actuar mis inteligentemente. La superioridad del hombre consiste
en rodear un obsticulo que no puede ser vencido directamente, en recurrir
a un problema auxiliar conveniente cuando el problema original parece
insoluble. El imaginar tal problema auxiliar es una operacién impor-
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tante de la mente. Suscitar un nuevo problema claro y conciso subordinado
a otro, concebir distintamente como fin en si lo que es medio para otra
finalidad, es una realizacién refinada de la inteligencia. Es, pues, un deber
importante aprender (o ensefiar) la manera de servirse inteligentemente
de los problemas auxiliares.

1. Ejemplo. Determinar x, tal que satisfaga la ecuacién

x*—13x"+36=0
Si observamos que x* = (x?)? podemos ver la ventaja de introducir
=

Obtenemos entonces un nuevo problema. Determinar y, tal que satis-
faga la ecuacién

y—13y+36=0

El nuevo problema es un problema auxiliar. Intentamos emplearlo
como medio para resolver nuestro problema original. La incégnita y del
problema auxiliar, recibe I6gicamente el nombre de incégnita auxiliar.

2. Ejemplo. Determinar la diagonal de un paralelepipedo rectangular
dadas las longitudes de las tres aristas que parten de un mismo vértice.

Tratando de resolver este problema (seccién 8) podemos llegar, por
analogia (seccién 15), a otro problema: Determinar la diagonal de un
paralelogramo rectangular dadas las longitudes de dos de sus lados que par-
ten del mismo vértice.

El nuevo problema es auxiliar, Lo consideraremos dado que esperamos
deducir de €l algo de provecho para el problema original.

3. Ventajas. Las ventajas que obtenemos de la consideracién de un
problema auxiliar pueden ser de varios géneros. Podemos, en principio,
utilizar el resultado del problema auxiliar. Asi, en el ejemplo 1, tras en-
contrar, resolviendo la ecuacién de segundo grado en y, que y es igual a
4 6 a9, deducimos que x* = 4 6 x* = 9, de donde se determinan todos los
valores posibles de x. En otros casos, podemos utilizar el 7étodo de un pro-
blema auxiliar. Asi, en el ejemplo 2, el problema auxiliar es un problema
de geometria plana, anilogo al problema original que es un problema de
geometria del espacio, pero més sencillo. Es, pues, razonable introducir un
problema auxiliar de este género en la esperanza que serd instructivo, que
nos permitira la familiaridad con ciertos métodos, operaciones, herramientas
que podremos utilizar més tarde en el problema original. En el ejemplo 2,
la eleccién del problema auxiliar es particularmente afortunada; examindn-
dolo bien, vemos, en efecto, que podemos utilizar tanto su método como su
resultado. (Ver secciéon 15, y, ;jHA EMPLEADO USTED TODOS LOS DATOS?)
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4. Peligros. El tiempo y esfuerzo dedicados al problema auxiliar se
los estamos quitando al problema original.

Si la investigacién del problema auxiliar falla, pueden perderse el tiem-
po y el esfuerzo que se le dedicaron. Por ello debemos tener buen juicio
al elegir un problema auxiliar. Podemos tener varias buenas razones para
nuestra eleccién. El problema auxiliar puede parecer més accesible que el
problema original; puede parecer instructivo o puede tener una especie de
atraccidn estética. A veces, la sola ventaja del problema auxiliar es que es
nuevo y ofrece posibilidades inexploradas. Lo elegimos dado que estamos
cansados del problema original, en el cual todos los intentos de acerca-
miento parecen haber fracasado.

S. Cémo encontrar el problema. El descubrimiento de la soluci6n del
problema propuesto depende con frecuencia del descubrimiento de un pro-
blema auxiliar apropiado. Desgraciadamente no existe un método infalible
para encontrar problemas auxiliares adecuados como tampoco existe un
método infalible para descubrir la solucién. Existen, sin embargo, pregun-
tas y sugerencias que son a menudo de provecho, como por ejemplo: MIRE
LA INCOGNITA. Con frecuencia nos guia también el descubrimiento de
problemas auxiliares utiles una VARIACION DEL PROBLEMA, pigina 193.

6. Problemas equivalentes. Dos problemas son eguivalentes si la so-
lucién de uno implica la del otro. Asi, en el ejemplo 1, el problema origi-
nal y el problema auxiliar son equivalentes.

Considérense los siguientes teoremas:

A. En todo tridngulo equilatero, cada dngulo mide 60°.

B. En todo tridngulo equiingulo, cada éngulo mide 60°.

Estos dos teoremas no son idénticos. Contienen diferentes nociones.
Uno concierne a la igualdad de los lados de un tridngulo, el otro a la igual-
dad de los dngulos. Pero cada uno de ellos se deduce del otro. Por lo tanto,
el problema que consiste en demostrar A es equivalente al problema que
consiste en demostrar B.

Si se requiere demostrar A, existe cierta ventaja en la introduccién,
como problema auxiliar, del problema que consiste en demostrar B. El
teorema B es, en efecto, un poco mas facil de demostrar que el teorema A,
y lo mas importante es que podemos prever que B es més facil que A; po-
demos, pues, juzgarlo; podemos desde el principio considerar como plau-
sible el hecho de que B es mis sencillo que A. De hecho, el teorema B,
concerniente sélo a los dngulos, es mas “homogéneo” que el teorema A que
concierne tanto a los angulos como a los lados.

El paso del problema original al problema auxiliar se 1lama reduccién
convertible o reduccién bilateral, o también reduccion eqguivalente, en el
caso en que los dos problemas sean equivalentes. Asi, la reduccién de A
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a B (ver lo anterior) es convertible, siéndolo también la reduccién del
ejemplo 1. Las reducciones convertibles son, en cierto aspecto, mds impor-
tantes y mas deseables que otros modos de introducir problemas auxiliares;
pero aun problemas auxiliares que no son equivalentes al problema original
pueden ser también de gran utilidad (véase el ejemplo 2).

7. Cadenas de problemas auxiliares equivalentes son frecuentes en el
razonamiento matematico. Si se nos pide resolver un problema A, podemos,
sin ver la solucién, descubrir que A es equivalente a otro prcblema B.
Considerando B podemos llegar a un tercer problema C equivalente a
B. Prccediendo del mismo medo, reducimos C a D y asi sucesivamente,
hasta llegar a un altimo problema L cuya solucién es ccnecida o inmediata.
Cada problema siendo equivalente al anterior, el Gltimo problema L debe
ser equivalente al problema original A. Asi pues, estamos en condiciones
de deducir la solucién del problema original A a partir del problema L,
el cual constituye el Gltimo eslabén de una cadena de preblema auxiliares.

Cadenas de problemas de este tipo fueron observadas por los matemi-
ticos griegos, como lo podemos ver en un pasaje importante de PAPPUS.
A modo de ilustracién, consideremos de nuevo el ejemplo 1. Llamemos
(A) la condicién impuesta a la incégnita x:

x* — 135" + 36 = 0. (A)

Una forma de resolver el problema es transformando la condicién propues-
ta en otra condicién que llamaremos (B):
(2x°)° — 2(2%°) 13 + 144 = 0. (B)
Obsérvese que las condiciones (A) y (B) son diferentes. Si bien son
ligeramente diferentes, por decirlo asi, son con toda seguridad ecquivalentes,
como nos podemos convencer ficilmente en definitiva; pero no son idén-
ticas. El paso de (A) a (B) no sélo es correcto, sino que tiene ademas un
claro propésito, obvio para todo aquel que esté familiarizado con ecuacio-
nes de segundo grado. Continuando en la misma direccién, transformamos
la condicién (B) en otra nueva condicién (C):

(2x°)* — 2(2%%) 13 + 169 = 25, (C)
Procediendo del mismo modo, obtenemos:
(2x — 13)* =125 (D)
2 — 13 =25 (E)
, 13*5s (F)
X = — 5
3%5
LR e —— = (G)

x=3 x=—3 x=2 x=—2 (H)
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Cada una de las reducciones que acabamos de hacer era reversible. Asi
pues, la altima condicién (H) es equivalente a la primera (A) y asi, 3,
— 3,2, — 2 son todas las posibles soluciones de la ecuacién original.

En el ejemplo precedente, hemos derivado de una condicién original
(A) una serie de condiciones (B), (C), (D), ..., cada una de las cuales
era equivalente a la anterior. Esta circunstancia hace necesario un cuidado
extremo. Se trata de los mismos objetos que satisfacen a condiciones equi-
valentes. Por lo tanto, si pasamos de una condicién propuesta a una nueva
equivalente, la solucién es la misma. Pero si pasamos de una condicién
propuesta a otra mds restringida, perdemos posibles soluciones; y si pasa-
mos a una condicién més extensa, admitimos soluciones impropias, solu-
ciones no adecuadas al problema propuesto. Si en una serie de reducciones
sucesivas, pasamos de una condicién a otra mis restringida y luego a otra
mis extensa, corremos el riesgo de perder por completo el camino del
problema original. A fin de evitar este peligro, debemos ccmprobar con
cuidado la naturaleza de cada nueva condicién introducida: (Es equiva-
lente a la condicién original? Esta pregunta es atin mis importante cuando
se trata no de una sola ecuacién, como en el presente caso, sino de un sis-
tema de ecuaciones o cuando la condicién no se expresa por medio de ecua-
ciones, como por ejemplo en los problemas de construccién geométrica.

(Compérense con PAPPUS, especialmente los comentarios 2, 3, 4, 8. La
descripcién de la pég. 134, Gltimo pirrafo, es innecesariamente restrin-
gida; describe una cadena de “problemas por resolver” cada uno de los
cuales tiene diferente incégnita. El ejemplo considerado aqui presenta la
particularidad exactamente opuesta: todos los problemas de la cadena tie-
nen la misma incgnita y difieren solamente en la forma de la condicion.
Es evidente que tales restricciones no son necesarias. )

8. Reduccién unilateral. Sean A y B dos problemas no resueltos. Si
pudiésemos resolver A, podriamos deducir la solucién de B. Pero no inver-
samente: si pudiésemos resolver B, obtendriamos, posiblemente, alguna
informacién acerca de A, pero no sabriamos cémo deducir su solucién a
partir de la de B. En un caso asi, el proceso mis rapido consiste en resol-
ver A en lugar de B. Diremos que, de los dos problemas, A es el mds am-
bicioso y B el menos ambicioso.

Si de un problema propuesto pasamos a un problema auxiliar mas o
menos ambicioso, 1lamamos a dicho paso una reduccién unilateral. Hay dos
tipos de reducciones unilaterales y ambas son, de una forma o de otra, més
peligrosas que una reduccién bilateral o convertible.

El ejemplo 2 muestra una reduccién unilateral a un problema menos
ambicioso. De hecho, si podemos resolver el problema original, relativo a
un paralelepipedo cuya longitud, ancho y alto son 4, b, ¢, respectivamente,
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podemos pasar al problema auxiliar haciendo ¢ = 0 obteniéndose un para-
lelogtamo de longitud « y ancho 4. Para otro ejemplo de reduccién uni-
lateral a un problema menos ambicioso, véase PARTICULARIZACION, 3, 4, 5.
Esos ejemplos muestran que, con un poco de suerte, podemos estar en
condiciones de utilizar un problema auxiliar menos ambicioso como un
trampolin, combinando la solucién de dicho problema con algunas obser-
vaciones suplementarias pertinentes, a fin de obtener la solucién del pro-
blema original.

La reduccién unilateral 2 un problema mas ambicioso puede también
ser de provecho. (Véase GENERALIZACION 2, y la reduccién del primer
problema al segundo consideradas en INDUCCION E INDUCCION MATEMA-
TICA, 1, 2.)

En suma, un problema mais ambicioso puede ser mas accesible; es el
caso de la PARADO JA DEL INVENTOR, pigina 138.

El profesor de matematicas tradicional. La leyenda quiere que sea
distraido.Es costumbre presentarlo con un paraguas bajo el brazo. No se le
imagina mas que cara al pizarrén, dando la espalda a la clase, escribiendo
4, diciendo 4, pensando en ¢ cuando se trata de 4. De generacién en gene-
racién se transmiten los mis tipicos dichos que se le atribuyen, como por
ejemplo:

“Para resolver esta ecuacién diferencial, no tienen més que mirarla hasta
que se les ocurra la solucién.”

“Este principio es tan perfectamente general que no tiene ninguna
aplicacién concteta.”

“La geometria es el arte de razonar correctamente sobre figuras inco-
rrectas.”

“Mi método para superar una dificultad consiste en evitarla.”

“.Cuil es la diferencia entre método y artificio? Un método es un
artificio del cual nos servimos dos veces.”

Después de todo, algo podemos aprender de este tradicional profesor
de matemaiticas. Esperemos que el profesor de matemiticas de quien td
nada puedes aprender no se convierta en el tradicional.

Progreso y logro. ¢Ha progresado usted? ;Cudl es el logro esencial?
He ahi una pregunta que nos podemos formular cuando resolvemos un
problema o podemos formulérsela a un alumno cuyo trabajo dirigimos. Asi
nos acostumbramos a juzgar con mayor o menor seguridad los progresos y
los logros en los casos concretos. El paso por dar después para pasar de
dichos casos concretos a una descripcién general no es del todo cémodo.
Y sin embargo, hay que darlo si queremos llevar suficientemente lejos el
estudio de la heurfstica y sacar en claro lo que constituye en general el pro-
greso y logro en el transcurso de la solucién de un problema.
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1. Para tesolver un problema tenemos que tener cierto conocimiento
del tema, elegir exactamente entre todos nuestros conocimientos —muchos
de los cuales no son mis que latentes— lo que necesitamos. Nuestra con-
cepcién del problema es mucho més rica al final que al principio de esta
eleccién. ;Qué le hemos, pues, afiadido? Lo que hemos logrado sacar de la
memoria, Para obtener la solucién, hemos debido acordarnos de diversos
hechos esenciales, acordarnos de problemas anteriormente resueltos, de teo-
remas conocidos, de definiciones si se trata de un problema de matematicas.
Podemos llamar movilizacién al acto que consiste en extraer de la memo-
ria los elementos apropiados.

2. Sin embargo, para resolver un problema no basta recordar hechos
aislados, hay que combinarlos entre si adaptandolos al problema propuesto.
En la solucién de un problema matematico, por ejemplo, hay que construir,
con la ayuda del material aportado por la memoria, un razonamiento per-
fectamente adaptado a la situacién. Dicha actividad de adaptacién y com-
binacién, puede llamarse organizacion.

3. De hecho no es posible en realidad separar la movilizacién y la
organizacién. Si se dedica a un problema una cierta concentracién mental,
la memoria no intetvendrid méis que en favor de hechos mis o menos liga-
dos al propésito que se petsigue y no se tendrin que ligar y organizar mis
que materiales de los que nos hemos acordado y que hemos movilizado.

La movilizacién y la organizacién no son mais que dos aspectos de un
mismo proceso complejo que ademas tiene muchos otros.

4. Otro aspecto del programa de nuestro trabajo es el hecho de que
nuestro modo de concepcion cambia. Enriquecido por todo el material del
que nos hemos acordado, que hemos adaptado y que hemos hecho entrar
en juego, nuestra concepcién del problema es mucho més amplia al final
que al principio. Deseando pasar de la concepcién inicial a otra mis ade-
cuada, mejor adaptada, probamos diversos puntos de vista considerando el
problema bajo diferentes dngulos. No podemos pricticamente hacer pro-
greso alguno sin una VARIACION DEL PROBLEMA, pigina 193.

5. A medida que progresandos hacia el objetivo final, lo vemos cada
vez mis claro, lo que nos lleva a suponer que nos acercamos a €l. A medi-
da que avanzamos en el examen del problema, prevemos cada vez mis clara-
mente lo que hay que hacer para llegar a la solucién y cémo hay que ha-
cerlo. Al resolver un problema matematico, se puede prever, con un poco
de suerte, que se puede emplear tal teorema conocido, que puede ser util
considerar tal problema ya resuelto, o necesario referirse al significado
de tal término técnico. Estas previsiones no son absolutamente seguras sino
més o menos plausibles. No alcanzaremos la certeza sino después de haber
obtenido la solucién completa; pero antes de llegar ahi, con frecuencia de-
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beremos conformarnos con hipétesis. No podriamos nunca, sin hacer un
llamado a consideraciones simplemente plausibles y provisionales, llegar
a la solucién que es certera y altima. Necesitamos un RAZONAMIENTO
HEURISTICO, pagina 173.

6. ;Qué es el progreso en la marcha hacia la solucién? Es el avance de
la movilizacién y la otganizacién de nuestros conocimientos, una evolucién
de nuestra concepcién del problema, una previsién creciente de las etapas
que constituirdn el razonamiento final. El avance puede ser lento, imper-
ceptible, pero por momentos su velocidad crece bruscamente, a saltos. Este
progreso repentino hacia la solucién se llama una IDEA BRILLANTE, una
buena idea, un hallazgo (en alemin existe un término maés técnico: Ein-
fall). ;Qué es una idea brillante? Es una transformacién brusca y esencial
de nuestro punto de vista, una reorganizacién repentina de nuestro modo
de concebir el problema, una previsién de las etapas que nos llevarin a la
solucién, previsién en la cual, pese a su aparicién repentina, presentimos
que nos podemos fiar.

7. Las consideraciones precedentes constituyen el trasfondo de las
preguntas y sugerencias de nuestra lista. »

Gran n@imero de esas preguntas y sugerencias tienen por objeto directo
la movilizacién de los conocimientos anteriormente adquiridos. ;Lo ba visto
ya? O bien ¢ ha visto el mismo problema bajo una forma ligeramente dife-
rente? ;Conoce algin problema relacionado? ;Conoce algiin teorema que le
podria ser ditil? Mire bien la incégnita. Trate de pensar en algiin problema
que le sea familiar y que tenga la misma incégnita o una similar.

Existen situaciones tipicas en las que creemos haber reunido el material
conveniente y en las que buscamos organizar mejor lo que hemos movili-
zado: He aqui un problema que se relaciona al suyo y que usted ba resuelto
ya. (Podria emplearlo?; ;podria utilizar su resultado?; ;su método?; jle hace
falta introducir algsn elemento auxiliar para poder utilizarlo?

Existen otras situaciones, igualmente tipicas en las cuales consideramos
no haber reunido adn suficiente material. Nos preguntamos qué falta: ;Ha
utilizado todos los datos? ;La condicidn es completa? ;Ha tenido usted en
cuenta todas las nociones esenciales que comportaba el problema?

Ciertas preguntas tienen por objeto directo la variacién del problema:
¢Podria enunciar el problema de modo diferente?; ;podria enunciarlo toda-
via en otra forma? Muchas preguntas tienden a hacer variar el problema
por medio de procedimientos particulares, como el referirse a la DEFINI-
CION, emplear la ANALOGIA, la GENERALIZACION, la PARTICULARIZACION,
como también DESCOMPONER Y RECOMPONER EL PROBLEMA.

Otras preguntas sugieten el intento de anticipar 1a naturaleza de la so-
lucién buscada: ¢Es posible satisfacer la condicion?; ;es suficiente la condi-
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cion para determinar la incégnita?; ces insuficiente?; ;redundante?; ;con-
tradictoria?

Las preguntas y sugerencias de nuestra lista no mencionan la idea
brillante, pero de hecho todas apuntan a dicha idea. Al comprender el pro-
blema nos preparamos, en efecto, a dicha idea; buscando un plan, tratamos
de provocarla; después de provocarla la aplicamos; mirando hacia atrés
sobre la forma y el resultado de la solucién, tratamos de explotarla a
fondo.*

Problemas por resolver, problemas por demostrar. Nos propone-
mos establecer un paralelismo entre estos dos tipos de problemas.

1. El propésito de un “problema por resolver” es descubrir cierto ob-
jeto, la incognita del problema.

La incégnita recibe también el nombre de “quaesitum”, o lo que se
busca, o lo que se pide. Los “problemas por resolver” pueden ser tedricos
o practicos, abstractos o concretos; son problemas serios o simples acertijos.
Podemos buscar incégnitas de todo tipo, tratar de encontrar, de obtener,
de adquirir, de producir o construir todos los objetos imaginables. En una
novela policiaca, la incdgnita es el asesino; en el ajedrez, una jugada; en
ciertos enigmas, una palabra; en ciertos problemas elementales de algebra,
un namero; en una construccién geométrica, una figura.

2. El propésito de “un problema por demostrar” consiste en mostrar
de modo concluyente la exactitud o falsedad de una afirmacidén claramente
enunciada.

Un testigo que afirme que el acusado se hallaba en casa cierta noche,
obliga al juez a investigar si dicha afirmacién es verdadera y a justificar su
opinién sobre bases tan sélidas como sea posible. Se trata, para el juez, de
un “problema por demostrar”. La “"demostracién del teorema de Pitdgoras”
constituye otro de esos problemas; pero aqui no decimos ‘‘demostrar o re-
futar el teorema de Pitagoras”. Quizd fuese mejor, bajo ciertos aspectos,
incluir en el enunciado del problema la posibilidad de refutarlo, pero la
descartamos a conciencia dado que las posibilidades de refutar el teorema de
Pitdgoras son minimas.

3. Los principales elementos de un “problema por resolver” son, la
incégnita, los datos y la condicidn.

Si tenemos que construir un tridngulo de lados 4, 4, ¢, la incognita es
un tridngulo, los datos son las tres magnitudes 4, b y ¢ y la condicién
es que los lados del tridngulo por construir tengan, respectivamente, esas
magnitudes. Si tenemos que construir un triangulo cuyas alturas son 4, by ¢,
la incégnita es un objeto de la misma categoria que el anterior, los datos

* Varios de estos puntos se tratan més a fondo en el articulo del autor, Acta
Psychologica, vol. 4 (1938), pdgs. 113-170.
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son los mismos, pero la condicién que relaciona la incdgnita con los datos es
diferente.

4. Siun “problema por demostrar” es un problema matemético de la
forma miés usual, sus elementos principales son la hipdtesis y la conclusion
del teorema que hay que demostrar o refutar.

“Si los cuatro lados de un cuadrilitero son iguales, las dos diagonales
son perpendiculares entre si.”” La segunda parte de la frase es la conclusién,
la primera, que empieza por “'si”, es la hipétesis.

[No todos los teoremas de matemiticas pueden escindirse tan facil-
mente en hipétesis y conclusién. No es posible, por ejemplo, en el siguiente
caso: “Existe una infinidad de nimeros primos.”}

5. Para encontrar _la solucién de un “problema por resolver” hay que
conocer, de modo preciso, los elementos principales, incégnita, datos y con-
dicién. Nuestra lista contiene numerosas preguntas y sugerencias concet-
nientes a dichos elementos.

¢Cudl es la incégnita?; ;cudles son los datos?; jcudl es la condicién?

Distinga las diversas partes de la condicién.

Encuentre la relacién entre los datos y la incdgnita.

Mire bien la incognita, Trate de pensar en algiin problema que le sea
familiar y que tenga la misma incdgnita o una similar.

No conserve mds que una parte de la condicion, descarte la otra; jen
qué medida la incégnita queda entonces determinada?; ;como puede variar?
¢Puede deducir de los datos algin elemento #til?; ;podria pensar en otros
datos que le permitiesen determinar la incégnita?; ;podria cambiar la in-
cdgnita, o los datos, o los dos si es necesario, de tal manera que la nueva
incégnita y los nuevos datos estuviesen mds relacionados entre si?

¢Ha empleado todos los datos?; ;ha utilizado la condicién por com-
pleto?

6. Si tiene que resolver un “problema por demostrar” debe conocer
exactamente sus partes principales, hipétesis y conclusién. Existen a propé-
sito de dichos elementos preguntas y sugerencias dtiles correspondientes a
las de nuestra lista que estin especialmente adaptadas a los ““problemas por
resolver”,

¢Cudl es la hipdtesis?; ;cudl es la conclusion?

Distinga las diversas partes de la hipdtesis.

Encuentre la relacion entre la hipitesis y la conclusion.

Mire bien la conclusion. Trate de pensar en algin teorema que le sea
familiar y que tenga la misma conclusion o una similar.

No conserve mds que una parte de la hipétesis, descarte la otra parte,
¢sigue siendo vdlida la conclusion? ;Podria deducir de la hipétesis algin
elemento dtil?; ¢podria pensar en otra hipétesis de la cual usted pudiera
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deducir facilmente la conclusion?; ;podria cambiar la hipdtesis o la con-
clusion o las dos si es necesario, de modo que la nueva hipétesis y la nueva
conclusion estuviesen mds velacionadas entre si?

¢Ha empleado la hipdtesis completa?

7. "Los problemas por resolver” tienen mayor importancia en las ma-
tematicas elementales, los “‘problemas por demostrar” son mas importantes
en las superiores. En la presente obra se insiste particularmente sobre los
“problemas por resolver”, pero el autor espera restablecer el equilibrio y
tratar en otra ocasién el tema de modo mas completo.

Problemas de rutina. Asi podemos calificar el problema que consiste
en resolver la ecuacién

X =3x+2=0

a condicién de haber explicado previamente la solucion general de la ecua-
cién de segundo grado de manera que el alumno sélo tiene que sustituir las
letras que figuran en la solucién general por los nameros 1, — 3 y 2. Aun
en el caso de que la explicacién general no se hubiese dado en términos
algebraicos, bastaria resolver una media docena de ecuaciones de segundo
grado semejantes, con coeficientes numéricos para que el problema pro-
puesto fuese "de rutina”. En general, consideramos dentro de esta categoria
todo problema que se puede resolver ya sea sustituyendo simplemente nue-
vos datos en lugar de los de un problema ya resuelto, ya sea siguiendo paso
a paso, sin ninguna originalidad, la traza de algin viejo ejemplo. Al pro-
poner un problema de rutina, el profesor ofrece a los alumnos una respues-
ta inmediata y decisiva a la pregunta: ;Conoce algin problema relacio-
nado? Los alumnos no necesitan entonces mas que un poco de atencién y
paciencia para seguir un precepto experimentado y no tendrin oportunidad
de recurrir ni a su juicio ni a sus facultades inventivas.

Los problemas de rutina, incluso empleados en gran nimero, pueden
ser utiles en la ensefianza de matematicas, pero seria imperdonable pro-
poner a los alumnos exclusivamente problemas de este tipo. Limitar la ense-
fianza de las matemiticas a la ejecucién mecénica de operaciones rutinarias
es rebajarlas por debajo del nivel de un “libro de cocina” ya que las rece-
tas culinarias reservan una parte a la imaginacién y al juicio del cocinero,
mientras que las recetas matematicas no permiten tal cosa.

Problemas practicos. Difieren en diversos aspectos de los problemas
puramente matematicos. Sin embargo, los razonamientos, los principales
métodos que permiten resolverlos son esencialmente los mismos.

Los problemas pricticos del ingeniero comprenden por lo general una
parte matematica. Expondremos aqui las diferencias, las analogias, las rela-
ciones existentes entre estos dos tipos de problemas.

1. La construccién de una presa sobre el curso de un rio es un pro-
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blema practico digno de atencién. No se necesitan conocimientos especiales
para comprenderlo. En los tiempos mas antiguos de la civilizacién, mucho
antes de la época moderna, de las teorias cientificas, se han construido
presas en el Valle del Nilo, por ejemplo, y también en otras partes del
mundo donde las cosechas dependian de la irrigacién.

Consideremos el problema de la construccién de una gran presa mo-
derna.

¢Cudl es la incégnita? Un problema practico de esta naturaleza compren-
de un sinnimero de incégnitas: emplazamiento exacto de la presa, forma
geométrica, dimensiones, materiales a emplear en su construccién, etc.

¢Cudl es la condicion? Son muchas y no se puede responder brevemente
a esta pregunta. En un proyecto tan amplio hay que satisfacer numero-
sas necesidades econémicas, causando los menores dafios posibles a las otras
necesidades esenciales. La presa deberd suministrar corriente eléctrica, per-
mitir la irrigacién u otros usos del agua al igual que el control de las cre-
cidas. Pero deberd igualmente entorpecer lo menos posible la navegacién,
la vida de los peces, no estropear un bello paisaje, etc. . . . Y naturalmente,
su costo deberd ser el menor posible en tanto que su construccién debera
hacerse lo mas rapidamente posible.

¢Cudles son los datos? La multitud de datcs necesarios es tremenda. Se
necesitan datos topogréficos, relativos al trazo del curso del agua y sus
afluentes; datos geolégicos —indispensables— para determinar la solidez
de los cimientos, las posibles infiltraciones, los materiales de construccién
que se pueden hallar en el lugar, etc.; datos meteoroldgicos, que indiquen
las precipitaciones anuales y la altura de las crecidas; datos econémicos
relativos al valor de los terrenos que quedardn inundados, el costo de los
materiales y del trabajo, etc.

Este ejemplo muestra que las incégnitas, los datos y las condiciones son
mas complejas y estin definidas con menor claridad en un problema préc-
tico que en un matematico.

2. Para resolver un problema cualquiera, se necesita un minimo de
conocimientos anteriores. El ingeniero moderno puede utilizar a la vez co-
nocimientos muy especializados, una teoria cientifica sobre resistencia de
materiales, su propia experiencia en problemas de construccién y la que
le dan las obras técnicas. Sin disponer de conocimientos tan extensos, po-
demos tratar de imaginar la manera de razonar de un constructor de presas
en el antiguo Egipto.

Sin duda tuvo la ocasién de ver otras presas, menos importantes quiza,
monticulos de tierra o construcciones de mamposteria para retener el agua.
Habia visto el rio en crecida, arrastrando todo tipo de escombros, haciendo
presién sobre los monticulos de tierra. Quizd ayudé a reparar las brechas
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y los dafios causados por la erosién debida a una inundacién. Pudo haber
asistido a la destruccién de una presa cediendo a la presién del agua. Habia
oido hablar seguramente de presas que han resistido siglos o de catéstrofes
debidas a rupturas inesperadas. Sin duda ha imaginado la presién que
ejerce el agua sobre la superficie de la presa, la resistencia y el esfuerzo
de los materiales.

Y sin embargo, tal constructor no tenia ningéin concepto cientifico
preciso, cuantitativo, sobre la presién de los fluidos o sobre las fuerzas el4s-
ticas en los sélidos, en tanto que tales conceptos constituyen una parte esen-
cial de los conocimientos del ingeniero moderno

Pero incluso éste se sirve de muchos conocimientos que no han alcan-
zade todavia un nivel cientifico preciso; lo que se sabe por ejemplo de la
erosion debida al agua, de la acumulacién de tierra por el arrastre del agua,
de Ia plasticidad y otras propiedades de ciertos materiales, todavia no del
todo circunscritas, todo ello presenta un caricter mds bien empirico.

Este ejemplo muestra que los conocimientos necesarios y los conceptos
empleados son més complejos y estin definidos con menor claridad en los
problemas practicos que en los matematicos.

3. Podemos decir que las incdgnitas, los datos, las condiciones, los
conceptos, los conocimientos necesarios, en suma, todo en los problemas
précticos es mds complejo y menos preciso que en los problemas puramente
matemdticos. Esa es la diferencia esencial entre ellos y que implica con
toda seguridad otras mas. Sin embargo, las razones y los métodos funda-
mentales que conducen a la solucién son propiamente los mismos para los
dos tipos de problemas.

Es corriente admitir que los problemas préicticos exigen mis experien-
cia que los otros; es posible. Sin embargo, es probable que la diferencia
resida en la naturaleza misma de los conocimientos necesarios y no en nues-
tra actitud frente al problema. Al resolver un problema, sea cual fuere,
hay que hacer siempre un Ilamado a la experiencia adquirida en el trans-
curso de trabajos precedentes y formularse con frecuencia las preguntas:
¢Ha visto el mismo problema bajo una forma ligeramente diferente?;
ceonoce algin problema relacionado?

Al resolver un problema matemético, partimos de conceptos muy claros,
relativamente bien ordenados en nuestra mente, Al resolver un problema
prictico, estaremos con frecuencia obligados a empezar por ideas mis bien
vagas; esclarecer los conceptos puede ser entonces una parte importante del
problema. La ciencia médica estd en mejores condiciones ahora para diag-
nosticar enfermedades contagiosas que antes de Pasteur, cuando la nocién
misma de contaminacion era bastante vaga. ;Ha tenido en cuenta todas las
nociones esenciales que comporta el problema? Esta es una pregunta intere-
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sante para problemas de todo tipo, pero su empleo varia mucho, segiin la
naturaleza de las nociones que entran en juego.

En un problema matemitico bien planteado, todos los datos y todas
las clausulas de la condicién son esenciales y se deben tener en cuenta.
En los problemas précticos tenemos una multitud de datos y condiciones;
tendremos en cuenta el mayor nliimero posible de ellas, pero estaremos obli-
gados a descuidar una parte. Volvamos al caso del constructor de una gran
presa. Tomaré en consideracion el interés pablico y los intereses econdmicos
més importantes, pero tendri que desentender las reivindicaciones indivi-
duales y los dafios secundarios. Los datos de su problema son propiamente
inagotables. Por ejemplo, puede desear conocer algunos detalles més sobre
la naturaleza del terreno sobre el cual descansaran los cimientos; pero como
no se puede emplear un tiempo indefinido en la obtencién de datos geols-
gicos, acabara conformandose con los que tiene, quedando asi, muy a pesar
suyo, un cierto margen de incertidumbre.

cHa empleado todos los datos?; ;ha empleado la condicion completa?
No podemos eludir estas preguntas cuando se trata de problemas matema-
ticos. En los problemas practicos conviene, sin embargo, modificarlas como
sigue: ;Ha empleado todos los datos gue pueden contribuir de modo apre-
ciable al descubrimiento de la solucién?; ;ha empleado todas las condicio-
nes que pueden influir de modo apreciable en la solucién? Después de cla-
sificar Ia informacién apropiada de la que se dispone, de haber buscado
otras si es necesario, se llega siempre a un momento en el que se deberdn
abandonar las investigaciones, ponerles punto final, no obstante tener la
seguridad de haber descuidado ciertos puntos. “Quien tiene miedo, no
cruza el mar.” Existe, en efecto, con frecuencia un exceso considerable
de datos sin influencia apreciable sobre la forma final de la soluci6n.

4. Los constructores de presas del antiguo Egipto se conformaban con
interpretar con sentido comin sus experiencias, ya que no podian basarse
sobre otra cosa. Por el contrario, el ingeniero moderno no puede sélo recu-
rrir a su buen sentido comin, en particular si su proyecto es una empresa
nueva y audaz. Debe calcular la resistencia de la presa proyectada, prever
cuantitativamente las contracciones en la mamposteria, lo que le lleva a
aplicar la teoria de la elasticidad (muy aplicable a las construcciones de
concreto). Para ello necesita un conocimiento muy amplio de matematicas;
asi pues, el problema prictico del ingeniero le lleva a un problema ma-
tematico.

Dicho problema es demasiado técnico como para ser tratado aqui; nos
conformaremos, pues, con una observacién general. Para plantear y resolver
problemas matemiticos derivados de problemas practicos, debemos en ge-
neral, limitarnos a una aproximacién dada la imposibilidad de considerar
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ciertos datos y condiciones menores del problema prictico. Por ello es
tolerable una ligera imprecisién en los célculos, sobte todo cuando se gana
en sencillez lo que se pierde en precision.

5. Hay mucho que decir sobre las aproximaciones, y la cuestién seria
interesante de desarrollar. Pero desconociendo los conocimientos matemati-
cos de los lectores, nos limitaremos a un solo ejemplo instructivo que no
requiere méas que intuicion.

El trazo de mapas geograficos representa un problema préictico. Para
levantar un plano, se admite generalmente que la tierra es una esfera, lo
que no es sino una hipétesis aproximada que no cotresponde a la realidad
exactamente, La superficie de la tierra no puede definirse matematicamen-
te y sabemos que la tierra estd achatada en los polos. Sin embargo, conside-
réndola como una esfera, podemos hacer el mapa mucho més ficilmente;
ganamos, pues, mucho en sencillez sin perder gran cosa en precision. Para
demostrarlo, imaginemos un gran balén que tenga exactamente la forma
de la tierra, con un didmetro de 3 metros en el ecuador. La distancia entte
los polos de dicho bal6n, menor que dicho didmetro, dado que la tierra es
achatada, no varia méis que en un centimetro. Se ve asi que la esfera resulta
set en la prictica una excelente aproximacién.

;Puede comprobar el resultado?; ¢puede verificar el razonamiento?,
Una buena respuesta a estas preguntas reafirma nuestra confianza en la
exactitud de la solucién y contribuye a consolidar nuestros conocimientos
ya obtenidos.

1. Se pueden comprobar los resultados numéricos de problemas ma-
tematicos comparandolos con nimeros ficiles de observar y que el sentido
com@n acepte como apropiados. Como los problemas planteados por las
necesidades précticas o la natural curiosidad estin en general basados en
hechos, serfa de esperarse que nadie omitiese la comparacién con hechos
observables. Sin embargo, todos los maestros saben que ciertos atumnos
llegan en este respecto a resultados increibles. No les extrafia, por ejemplo,
determinar 16130 m para el largo de un barco y 8 afios 2 meses para la
edad del capitin que —dicho sea de paso— se sabe que es abuelo. Este
desprecio de la evidencia no implica necesariamente estupidez, es més bien
una indiferencia respecto a problemas artificiales.

2, Los problemas “literales” permiten verificaciones maés interesantes
y en mayor nimero que los “problemas numéricos” (seccién 14). Tome-
mos otro ejemplo; consideremos una piramide trunca de base cuadrada. Si
el lado de la base inferior es 4, el lado de la pase supetior 4, y la altura 4, el
volumen estd dado por

&+ ab+ b
3

b.
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Podemos verificar este resultado por PARTICULARIZACION. En efecto.
st b = a la pirdmide truncada se convierte en un prisma y la férmula da
ah; y si b = 0, la pirimide truncada se convierte en una pirdmide dando

’ d .
la férmula 5 Podemos explicar el EXAMEN DE DIMENSIONES ya que

el volumen se expresa entonces por el cubo de una longitud. Podemos asi-
mismo comprobar la exactitud de la férmula por variacion de los datos,
dado que, si una de las cantidades positivas, 4, & o » aumenta, el valor de
la férmula aumenta también.

Tales verificaciones pueden aplicarse no solamente al resultado final,
sino también a los resultados intermedios. Son lo suficientemente dtiles
como para justificar el trabajo suplementario que implican (véase VARIA-
CION DEL PROBLEMA, 4). A fin de poder utilizar tales verificaciones, pue-
de ser interesante generalizar un “problema numérico” y transformarlo
en un “problema literal” (ver GENERALIZACION, 3; pigina 98).

3. (Puede verificar el razonamiento? Verificando el razonamiento
paso por paso, debemos evitar la mera repeticién. Primero, porque pue-
de resultar fastidiosa, sin interés y cansar la atencién. Segundo, por-
que bajo las mismas circunstancias, donde nos hemos equivocado una vez
podemos equivocarnos de nuevo. Si estimamos necesario rehacer por entero
el razonamiento paso por paso, cambiemos al menos el orden de los pa-
sos, el orden en que han sido agrupados, introduzcamos ciertas modifica-
ciones.

4. Se requiere menos esfuerzo y es mas interesante escoger los puntos
flojos de nuestro razonamiento y examinarlos en un principio. Una pre-
gunta de gran utilidad cuando escogemos tales puntos del razonamiento
para examinarlos es: HA EMPLEADO TODOS LOS DATOS?; pagina 98.

5. Es evidente que nuestros conocimientos no matematicos no pueden
Gnicamente basarse en pruebas formales. La parte mas sélida de nuestros
conocimientos generales se verifica y se reafirma sin cesar por medio de
experiencias cotidianas. En las ciencias naturales se practican en forma mds
sistemdtica verificaciones por medio de la observacién. Estas toman la for-
ma de experimentos y mediciones minuciosas y se combinan, en las ciencias
fisicas, con razonamientos mateméticos. ;Pueden basarse nuestros conoci-
mientos matematicos solamente sobre pruebas formales?

He ahi una pregunta filoséfica que no podemos discutir aqui. Es
seguro que nuestros conocimientos matemdticos, tanto los mios como los
suyos o los de sus alumnos, no se basan exclusivamente sobre pruebas for-
males. Todo conocimiento sélido se apoya sobre una base experimental
reforzada por cada problema cuyo resultado ha sido cuidadosamente ve-
rificado.
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¢;Puede encontrar el resultado en fcrma diferente? Cuando la solu-
cién, finalmente obtenida, es larga y complicada, podemos suponer que
existe otra, mas clara y menos tortuosa: ;Puede encontrar el resultado
en forma diferente?; ;puede verlo de una ofeada? Aunque la solucién que
hemos encontrado sea satisfactoria, siempre es interesante encontrar otra.
Es deseable convencerse de la validez de un resultado teérico por medio
de dos razonamientos diferentes, al igual que es deseable percibir un ob-
jeto material por medio de dos sentidos diferentes. Habiendo encontrado
una demostracién, deseamos encontrar otra del mismo modo que queremos
tocar un objeto después de que lo hemos visto.

Esto equivale a decir que dos pruebas valen més que una.

1. Ejemplo. Determinar el drea S de la superficie lateral de un tronco
de cono, ccnociendo el radio R de la base inferior, » ¢l de la base superior
y la altura 4.

Existen diversos métodos para resolver este problema. Si,por ejemplo,
conocemos la férmula para calcular la superficie lateral del cono, ya que
un tronco de cono se obtiene eliminando de un cono ctro mas pequefio, su
superficie lateral sera la diferencia entre las superficies laterales de los dos
conos; queda por expresarse en términos de R, 7 y 4. Desarrollando esta
idea, se obtiene finalmente la férmula

S=x R+ VR-rV+F#

Una vez obtenido este resultado, después de calculos mis o menos lar-
gos, podemos buscar otro razonamiento, mas claro y menos tortuoso. ¢/Pue-
de encontrar el resultado en forma diferente?; ;puede verlo de una ojeada?

Deseando ver intuitivamente el conjunto.del resultado, podemos al prin-
cipio esforzarnos en comprender el significado geométrico de sus compo-
nentes. Podemos entonces observar que
es la longitud del lado oblicuo. (Se llama asi a uno de los lados no
paralelos del trapecio isésceles que, girando alrededor de la recta determi-
nada por los puntos medios de sus lados paralelos, engendra el tronco de
cono: véase figura 21).

También podemos descubrir que

o (R $ 1) 21rR—2FZ-rr

es la media aritmética de los perimetros de las dos bases del tronco de cono.
La consideracién de la misma parte de la férmula, puede inducirnos a
escribirla bajo la forma

R+

w(R+ 1) = 2w ——

-
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que es el perimetro de la seccién media del tronco de cono. (Llamamos
aqui seccién media a la interseccién del cono por un plano paralelo a las dos
bases y que corta a la altura en dos partes iguales.)

Estas nuevas interpretaciones de las diversas partes de la férmula nos
permiten ver el conjunto desde un 4ngulo diferente. Podemos leerlo como
sigue:

Area = Perimetro de la seccién media X altura oblicua.

Podemos entonces recordar la regla para el trapecio:

Area = mediana X altura.

(La mediana es paralela a los dos lados paralelos del trapecio y corta a
la altura en dos partes iguales.) La comparacién intuitiva de las dos

Fic. 21

férmulas —la relativa al tronco de cono y la relativa al trapecio— nos hace
apreciar “de un vistazo” el conjunto del resultado relativo al tronco de
cono. Nos damos cuenta entonces que estamos a punto de obtener una
demostracién ripida y directa de un resultado que habia requerido antes
largos célculos.

2. El ejemplo precedente es tipico. No satisfechos del todo del modo
en que habiamos obtenido el resultado, hemos tratado de mejorarlo, de
transformarlo. Con ese fin lo hemos estudiado de nuevo, esperando com-
prenderlo mejor, ver un nuevo aspecto. Podemos obtener un primer ade-
lanto observando una nueva interpretacién de uno de sus detalles. Después
podemos, por casualidad o por suerte, descubrir una nueva forma de conce-
bir otro detalle.

El examinar los detalles uno tras otro, ensayando diversas formas de
considerarlos, nos conduce finalmente, a ver el conjunto bajo un aspecto
completamente diferente del anterior y deducir una demostracién nueva.

Todo lo que precede, hay que confesarlo, incumbe mas bien a un ma-
temitico experimentado tratando un problema delicado, que a un princi-
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piante que trata de resolver un problema elemental. El primero, es cierto, en
razén de sus extensos conocimientos, esti méds expuesto que el segundo a
hacer un {lamado a muchos recuerdos y a concebir un razonamiento innece-
sariamente complicado. Pero ese riesgo se compensa por el hecho de que el
matematico experimentado esti en mejores condiciones que un principian-
te para apreciar el modo en que conviene interpretar de nuevo una parte
del resultado y proceder finalmente, acumulando muchas pequefias ventajas,
hasta llegar a una nueva interpretacién de todo el resultado.

Puede suceder, sin embargo, incluso en las clases mis elementales, que
los alumnos presenten una solucién innecesariamente complicada. El pro-
fesor debe hacerles ver entonces, aunque sea una o dos veces, no solamente
el modo de resolver el problema en forma mas breve, sino también cémo
hacer para encontrar, en el resultado mismo, la indicacién de una solucién
miés ripida. Véase también REDUCCION AL ABSURDO Y DEMOSTRACION
INDIRECTA, pagina 179.

¢Puede utilizarse el resultado? Encontrar la solucién de un problema
por nuestros propios medios es un descubrimiento. Si el problema no es
dificil, el descubrimiento es menos importante sin dejar por ello de ser un
descubrimiento. Después de hacer algln descubrimiento, por modesto que
sea, debemos preguntarnos siempre si no esconde algo; no deberiamos
desaprovechar las posibilidades que nos brinda; debemos tratar de utilizar
una vez mis el método que acaba de tener éxito. Hay que aprovechar
siempre los éxitos. ;Puede utilizarse el resultado o el método en algin otro
problema?

1. Nos es ficil imaginar nuevos problemas por poca que sea la expe-
riencia que tengamos de los principales medios para transformarlos, tales
como la GENERALIZACION, PARTICULARIZACION, ANALOGIA, DESCOMPOSI-
CION y RECOMPOSICION. Partiendo del problema que se nos propone, en-
contraremos otros por alguno de los medios mencionados; después pattien-
do de estos nuevos problemas, encontraremos otros, y asi sucesivamente, El
proceso es ilimitado en teorfa, pero en la prictica no llegaremos muy lejos
ya que los problemas que se obtengan corren el riesgo de ser insolubles.
Por otra parte, podemos imaginar nuevos problemas que podemos facil-
mente resolver utilizando la solucién de un problema resuelto previamente;
pero es probable que tales problemas carezcan de interés.

Encontrar un nuevo problema que sea a la vez interesante y accesible
no es ficil; se necesita experiencia, buen gusto y suerte. Sin embargo, no
debemos dejar de buscarlos cada vez que hayamos logrado resolver uno.
Hay ciertos puntos en comin entre los problemas interesantes y ciertas
familias de setas: vienen por grupos. Cuando usted encuentre uno, mire a
su alrededor; hay muchas probabilidades de que haya otros en la vecindad.



172 Breve diccionario de heuristica

2. Para ilustrar ciertos puntos expuestos anteriormente, tomaremos de
nuevo el ejemplo del que nos hemos valido ya en las secciones 8, 10, 12,
14, 15. Partamos, pues, del problema siguiente:

Dadas las tres dimensiones (largo, ancho y altura) de un paralelepipe-
do rectangular, determinar la diagonal.

Si conocemos la solucién de este problema, podemos ficilmente resol-
ver uno de los siguientes (los dos primeros ya han sido expuestos casi por
completo en la seccién 14):

Dadas las tres dimensiones de un paralelepipedo rectangular, determi-
nar el radio de la esfera circunscrita.

La base de una pirimide es un rectingulo cuyo centro es el pie de la
altura de la pirimide. Dada dicha altura y los lados de la base, determinar
la longitud de la arista lateral.

Dadas las coordenadas rectangulares (xi, y1, z1), (x4, 7o, 2,) de dos
puntos en el espacio, encontrar la distancia entre esos dos puntos.

Es ficil resolver estos problemas, pues apenas difieren del problema
primitivo cuya sclucién conocemos. En cada uno de los casos hemos afia-
dido, a los datos iniciales, una nocién nueva: esfera circunscrita, pirimide,
coordenadas rectangulares. Dichas nociones tan ficiles de eliminar como
de afiadir, bastara eliminarlas para encontrarce ante el problema primitivo.

Los problemas precedentes presentan un cierto interés por el hecho de
que las nociones afiadidas al problema original scn interesantes ellas mis-
mas. El dltimo, relativo a la distancia entre dos puntos determinados por
sus coordenadas, es interesante por la importancia{ de la nocién de coorde-
nadas rectangulares.

3. He aqui otro problema facil de resolver para quien conozca la solu-
ct6n del problema original: Dados el largo, el ancho y la diagonal de un
patalelepipedo rectangular, determinar la altura.

De hecho, Ia solucién del problema original consiste en establecer una
relacién entre las cuatro cantidades, las tres dimensiones del paralelepipedo
y su diagonal. Si tres de esas cantidades son dadas, podemos calcular la
cuarta a partir de la relacién existente entre ellas. Podemos, pues, resolver
el nuevo problema.

Este nuevo ejemplo nos indica el medio de encontrar problemas faciles
de resolver a partir de un problema resuelto: consideremos la incégnita del
problema original como uno de los datos y uno de los datos como incég-
nita. La relacién entre la incégnita y los datos es la misma en los dos casos.
Habiendo encontrado esta relacién en el primero, podemos utilizarla igual-
mente en el segundo.

Este modo de proceder, que consiste en cambiar los papeles que juegan
los datos y la incégnita es muy diferente al expuesto en el parrafo 2.
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4. Pasemos ahora a otro modo de encontrar nuevos problemas.

He aqui una generalizacién natural del problema primitivo: Determi-
nar la diagonal de un paralelepipedo, dadas las tres aristas a pattir de un
extremo de la diagonal y los tres 4ngulos comprendidos entre las tres aristas.

Por particularizacién obtenemos el problema siguiente: Determinar la
diagonal de un cubo cuya arista es dada.

Recurriendo a la analogia, descubrimos una variedad inagotable de pro-
blemas. He aqui algunos que se derivan de los ya examinados en el pi-
rrafo 2. Determinar la diagonal de un cctaedro regular cuya arista es dada.
Encontrar el radio de la esfera circunscrita a un tetraedro regular de arista
dada. Dadas las coordenadas geogrificas de dos puntos situados en la su-
perficie de la tierra (considerada como esfera), encontrar su distancia
esférica.

Todos estos problemas son interesantes, pero sélo el que se obtiene por
particularizacién puede resolverse inmediatamente sobre la base de la solu-
ci6n del problema original.

5. Podemos también imaginar nuevos problemas considerando como
variables ciertos elementos del problema propuesto.

Un caso particular de un problema mencionado en el parrafo 2 consiste
en encontrar el radio de una esfera circunscrita a un cubo de arista dada.
Consideremos el cubo y el centro comtn del cubo y de la esfera como datos
fijos, pero hagamos variar el radio de la esfera. Cuando el radio es pequefio;
la esfera estd inscrita en el cubo. A medida que el radio crece, la esfera se
expande (como un balén de goma que se infla). En un momento dado, la
esfera toca las caras del cubo; un poco después, sus aristas; mis tarde, los
vértices. ;Cual es el valor del radio en cada uno de los momentos criticos?

6. La experiencia de un alumno en matematicas serd incompleta mien-
tras no tenga ocasién de resolver problemas que é/ mismo haya inventado.
Ensefiando a los alumnos el modo de derivar un nuevo problema de un
problema ya resuelto, el profesor logrard suscitar la curiosidad de sus alum-
nos. Puede también dejarles una parte del descubrimiento, por ejemplo,
exponiendo el caso de la esfera que se dilata como acabamos de hacer
(parrafo 5) y preguntindoles: “;Qué tratarin ustedes de calcular?; ;qué
valores del radio son particularmente interesantes?”

Razonamiento heuristico. El razonamiento heuristico es un razona-
miento que se considera no como definitivo y riguroso, sino simplemente
como provisional y plausible y cuyo objeto es descubrir la solucién del pro-
blema propuesto. El razonamiento heuristico es de empleo frecuente. No
se llega a una certeza plena sino después de haber obtenido la solucién
completa, pero hasta ahi nos contentaremos con frecuencia con una hipé-
tesis méas o menos plausible. Se puede necesitar lo provisorio antes de lograr
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lo definitivo, En la construccién de una demostracién rigurosa el razona-
miento heuristico juega el mismo papel que el andamiaje en la construccién
de un edificio.

Véase INDICIOS DE PROGRESO. El razonamiento heuristico se basa con
frecuencia sobre la induccién o la analogia; véase INDUCCION E INDUCCION
MATEMATICA, y, ANALOGIA, 8, 9 y 10; paginas 62-63.*

El razonamiento heuristico es bueno por si mismo; lo que es malo es
asociarlo a la demostracién rigurosa; lo que es peor, es presentarlo como
demostracién rigurosa.

La ensefianza de ciertos temas, en particular la del calculo para ingenie-
ros y fisicos, podria mejorarse en su esencia misma si la naturaleza del razo-
namiento heuristico fuese comprendida mejor, si se reconociesen franca-
mente sus ventajas asi como sus limitaciones y si los textos escolares lo
presentasen abiertamente. Un razonamiento heuristico presentado con gus-
to y con franqueza puede ser 1til; puede preparar el camino al razonamiento
riguroso del cual encierra usualmente ciertos gérmenes. Pero corre el riesgo
de ser nocivo si se presenta de modo ambiguo, oscilando visiblemente entre
la vergiienza y la pretensién. Véase ;POR QUE LAS DEMOSTRACIONES?

Razonamiento regresivo. Para comprender el comportamiento del
hombre, hay que compararlo con el del animal. Los animales también tie-
nen “problemas por resolver”. La psicologia experimental ha hecho, en las
altimas décadas, un progreso esencial examinando la manera en que algu-
nos de ellos los “resuelven”. No podemos tratar aqui esas investigaciones,
s6lo nos limitaremos a esbozar la descripcién de una sola experiencia sencilla
e instructiva a titulo de comentario del método de anilisis 0 método del
“razonamiento regresivo”. Ya hemos hablado de este método en otra parte
de la presente obra, bajo el nombre de paPPUS, filésofo al que debemos
una importante descripcién del mismo.

1. Tratemos de encontrar respuesta a la siguiente adivinanza: ;Cémo
baria para traer de un rio seis litros de agua, 5i no tiene a su disposicion,
para medir el agua, mds que dos recipientes, uno de cuatro litros y otro de
nuteve?

Representémonos claramente los instrumentos de trabajo, es decir, los
dos recipientes. (;Cudles son los datos?) Imaginemos que son cilindricos,
de bases iguales y de altura 9 y 4; véase figura 22.

Si hubiese, en la superficie lateral de cada uno de ellos, una graduacién
de lineas horizontales igualmente espaciadas, lo que nos daria en cualquier
momento la altura del nivel del agua, el problema seria facil. Pero no
existiendo dicha graduacion, estamos lejos de la solucién.

* Véase también el articulo del autor en American Mathematical Monthly,
vol. 48, pags. 450-465.
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No sabemos todavia como medir exactamente seis litros; ;podriamos
medir otra cantidad? (Si no puede resolver el problema propuesto, trate de
resolver primero otro relacionado. ;Podria deducir algo #iti] de los datos?)
Hagamos ensayos, tanteemos un poco. Podemos llenar por completo el ma-
yor trecipiente; si con su contenido llenamos entonces el pequefio, nos que-
dan —en el grande— cinco litros. ;Podemos de igual modo obtener seis?
Vaciemos de nuevo los dos recipientes . Podriamos también. . .

Obramos asi como la mayor parte de la gente a la que se plantea este
problema. Partiendo de los dos recipientes vacios hacemos un ensayo, des-

9

F1G6. 22

pués otro, vaciandolos y llenindolos repetidamente, y tras cada fracaso,
volvemos a empezar buscando otra cosa. En resumen, avanzamos partiendo
de la situacién dada al principio, hacia la situacién final deseada, es decir,
yendo de los datos a la incégnita. Puede suceder que tras muchos intentos
logremos el propésito casualmente.

2. No les sucede esto a investigadores bien dotados o a las personas
que han tenido la suerte de no aprender solamente, en sus clases de mate-
méticas, operaciones puramente rutinarias; éstos no perderan el tiempo en
ese tipo de tentativas, darin media vuelta y enfocarin el problema a la
inversa.

;Qué se nos pide? (;Cwal es la incégnita’) Representémonos lo mds
claramente posible la situacién final que queremos alcanzar. Imaginemos
que tenemos ante nosotros el recipiente grande que contase exactamente

Y

7

7
s
7/

FiG. 23
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seis litros y el pequefio, vacio, como en la figura 23. (Partamos de lo que se
pide y admitamos, con PAPPUS, que lo que se busca ha sido ya encontrado.)
¢A partir de qué situacién anterior a ésta podriamos obtener la situacién
final deseada, como se muestra en la figura 23? (Busquemos a partir de
qué antecedentes podria encontrarse el resultado final, dice PAPPUS.)
Podriamos llenar el recipiente grande, es decir, medir nueve litros.
Haria falta entonces poder quitar exactamente tres litros, Para ello. . . , ha-
ria falta tener ya un litro en el pequefio. [Esa es la idea! (Véase fig. 24.)

9

—

NN

TS
F16. 24

(El paso que hemos dado no es de los mas faciles. Pocas personas son
las que lo intentan antes de mucho dudar. De hecho, tan pronto se reconoce
el significado de este razonamiento, se prevé la linea general de la solucién
que sigue.)

Pero ;cémo lograr la situacién que hemos encontrado e ilustrado en la
figura 24?2 (Busquemos de nuevo cudl podria ser el antecedente de este
antecedente.) Dado que la cantidad de agua que contiene el rio, para nues-
tros efectos es ilimitada, la situacién de la figura 24 se reduce a la de la
figura 25.

—

H_J AIYS

Fi1G. 25

0 a la de la figura 26.

Es ficil reconocer que, si se obtiene una cualquiera de las situaciones
de las figuras 24, 25, 26, se obtendran igualmente las otras dos; pero no es
tan ficil el llegar a la situacién de la figura 26, a menos de haberla ya en-
contrado, de haberla visto casualmente en el transcurso de las tentativas
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precedentes. Repitiendo sin cesar las experiencias con los dos recipien-
tes, podemos haber logrado algo analogo y acordarnos, en el momento pre-
ciso, que la situacién de la figura 26 puede presentarse como se sugiere
en la figura 27: llenando el recipiente grande y después vaciamos dos
veces 4 litros en el pequefio y de ahi al rio. Encontramos finalmente algo
ya conocido (son las palabras de Pappus); asi, por el método del anilisis,

777771
F1G. 26

por medio del razonamiento regresivo hemos descubierto la sucesién de
operaciones apropiadas.

Es cierto que esto se ha hecho a contrapelo, pero no tenemos mas que
invertir el proceso partiendo del #ltimo punto alcanzado en nuestro andlisis
(como dice Pappus). Hacemos primero las operaciones sugeridas por la
figura 27 obteniendo la figura 26; después pasamos a la figura 25, de ahi

7\

FiG. 27

X

A

ala figura 24, y finalmente, a la figura 23. Volviendo sobre nuestros pasos,
llegamos finalmente a lo que se nos pedia.

3. Se atribuye a Platén, segin la tradiciéon griega, el descubrimiento
del método analitico. Quizd no es del todo exacto, pero incluso si Platén
no es el inventor, algn sabio griego que ha permanecido en el anonimato
considerd necesario atribuir su invencién a un filésofo genial.

Hay con toda seguridad algo profundo en el método. Hay que vencer
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cierta resistencia psicolégica para poder dar media vuelta y, partiendo de
la meta, trabajar hacia atris en lugar de seguir el camino directo hacia el
fin deseado. A fin de descubrir la sucesién de operaciones apropiadas,
nuestro intelecto debe seguir un orden exactamente inverso al orden real.
Se manifiesta respecto a este orden inverso una especie de repugnancia
psicolégica que puede impedir a un alumno capaz comprender el método
si no se le presenta cuidadosamente.

No obstante, no es necesaria la genialidad para resolver un problema
concreto trabajando hacia atris. Basta concentrarse sobre el propésito de-
seado, representarse la situacién final que se quiere obtener. ;A partir
de qué situacién precedente podriamos lograrla? Es natural el plantearse
esa pregunta, y haciéndolo, volvemos hacia atris. Problemas del todo pri-
mitivos pueden llevarnos a esta operacién (véase PAPPUS 4; pagina 136).

Es este un procedimiento que proviene del sentido comun, al alcance
de todo el mundo y que sin duda alguna fue empleado por matemiticos y
no matematicos antes de Platén. Lo que un griego pudo considerar como
empresa digna del genio de Platén, es el haber formulado el método en
términos generales, el haberlo presentado como una operacién tipicamente
atil para resolver problemas tanto mateméticos como no matematicos.

4. Examinemos ahora la experiencia psicolégica, si no se considera
demasiado abrupta la transicién que nos hace pasar repentinamente de
Platén a perros, gallinas y chlmpances Una barrera limita tres de los lados
de un rectingulo, dejando abierto el cuarto como se muestra en la figura 28.

F
(0]
a 0 ;
[ ] D L ]
FiG, 28

Coloquemos un perro a un lado de la barrera, en D, y su comida al otro
lado, en F. El problema es relativamente facil para el perro. Quiza trate al
principio de saltar directamente sobre la comida, pero, ripidamente, dara
media vuelta, se precipitard hacia el extremo de la barrera y describiendo
una curva sin vacilar, alcanzard la comida. En ciertos casos, sin embargo,
especialmente si los puntos D y F estin muy cerca uno del otro, la solucién



Reduccion al absurdo y demostracion indirecta 179

no es tan facil; el perro puede perder cierto tiempo en ladrar, rascar, saltar
sobre la batrera antes de “‘concebir la idea brillante” (como diriamos), que
consiste en dar la vuelta al obstaculo.

Es interesante estudiar el comportamiento de otros animales ante esta
misma situacién. El problema es muy facil para un chimpancé (como lo
serfa para un nifio de cuatro afios, para quien por lo demas, un juguete
puede ser un estimulo més eficaz que algin alimento). Pero, cosa curiosa,
resulta ser una dificultad sorprendente para una gallina, la cual se excita,
corre de un lado a otro, permaneciendo en el interior de la barrera, pasando
un tiempo considerable antes de que alcance la comida, si es que la alcanza.
De todos modos no la lograra sino después de mucho correr y siempre por
casualidad.

5. No sabriamos edificar una teoria general a partir de una sola expe-
riencia, sobre todo tan simple y apenas esbozada. Pero no hay ningin in-
conveniente en deducir analogias evidentes, a condicién de disponerse a
revisarlas y reconsiderar su valor.

Dar la vuelta a un obsticulo es lo que hacemos cuando tenemos que
resolver un problema cualquiera; el experimento expuesto tiene, pues, una
especie de valor simbdlico. La gallina en su comportamiento es comparable
a las personas que resuelven sus problemas por tanteos, después de muchos
ensayos sucesivos y que lo logran finalmente gracias a una casualidad, sin
comprender las razones del éxito. El perro que rascaba, saltaba, ladraba
antes de dar media vuelta, resuelve su problema casi al igual que nosotros
lo hemos hecho en el caso de los dos recipientes. Imaginar una graduacién
que indicase el nivel del agua en los recipientes, era como rascar la tierra
en vano. También nosotros, habiamos tratado primero de ir derecho a la
cuestién y hasta después nos ha venido la idea de dar media vuelta. El
perro que, tras de haber inspeccionado ripidamente la situacién, ha dado
media vuelta y se ha precipitado fuera del recinto da también, con razén
o sin ella, la impresién de una intuicién superior.

Pero tampoco podemos culpar a la gallina por su estupidez. En efecto,
no es ni natural ni facil el dar media vuelta, alejarse de la meta, avanzar
sin tener constantemente el ojo puesto en el resultado, el no seguir un
camino ditecto que nos lleve a los fines deseados. Hay, en suma, una ana-
logia evidente entre las dificultades de la gallina y las nuestras.

Reduccién al absurdo y demostracién indirecta. Son dos métodos
diferentes, pero relacionados.

La reduccién al absurdo demuestra la falsedad de una afirmacién de-
duciendo de ella una manifiesta absurdidad. La “reductio ad absurdum”
es un método matematico, peto tiene cierto parecido con la ironfa, método
favorito de la satira. El irénico adopta, en toda apariencia, un cierto punto
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de vista y lo lleva a sus conclusiones extremas, hasta el punto en que se
llega a una absurdidad manifiesta.

La demostracion indirecta establece la verdad de una afirmacién demos-
trando la falsedad de la afirmacién contraria. La demostracién indirecta
se parece un poco al proceder del politico que apoya a un candidato ponien-
do en tela de juicio la reputacién de su oponente.

La reduccién al absurdo y la demostracién indirecta son herramien-
tas eficaces en el trabajo de descubrimiento, que se presentan de modo
natural a la mente del investigador. No obstante, ciertos filésofos y muchos
principiantes demuestran hacia ellas una cierta aversién, lo cual es com-
prensible: los satiricos y los politicos hibiles no pueden, en efecto, agradar
a todo el mundo. Ilustremos primero por medio de ejemplos la eficacia de
estos dos métodos, después discutiremos las objeciones que se les han
puesto.

1. Reduccién al absurdo. Escribir nimeros empleando una sola vez
cada uno de los diez digitos y de tal forma que la suma de dichos ntimeros
sea igual a 100.

Puede resultar interesante tratar de resolver este enigma cuyo enunciado
requiere cierta elucidacién.

¢Cudl es la incégnita? Un conjunto de niimeros; y por nimeros enten-
demos, claro estd, niimeros enteros.

¢cCudl es el dato? El nimero 100.

¢Cudl es la condicién? Comprende dos partes. Primero, para escribir el
conjunto de niimeros requeridos, hay que emplear cada uno de los diez
digitos, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9 solamente una vez. Segundo, la suma
de los niimeros del conjunto debe ser igual a 100.

Conserve una sola parte de la condicidn, descarte la otra. La primera
parte sola es facil de satisfacer. Tomemos la serie 19, 28, 37, 46, 50. Cada
digito aparece una sola vez. Pero claro esta, la segunda parte de la condi-
cién no se satisface; la suma de dichos nimeros es 180 y no 100. Podemos,
sin embargo, hacerlo mejor. “Trate, trate de nuevo.” Si, por ejemplo

19+28+30+7+6+5+4=99

La primera parte de la condicién se satisface y la segunda casi se satis-
face, dado que tenemos 99 en lugar de 100. Podriamos de igual modo sa-
tisfacer facilmente la segunda parte si descartamos la primera:

19+284+314+7+6+5+4=100

Ahora es la primera parte la que no se satisface dado que la cifra 1 apa-
rece dos veces y el 0 ninguna. ““Trate, trate de nuevo.”

Después de algunos otros intentos infructuosos, podemos sospechar
que no es posible obtener el mimero 100 de la forma en que se pide. En-
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tonces se plantea el problema siguiente: Demostrar que es imposible
satisfacer al mismo tiempo las dos partes de la condicion propuesta.

Incluso los buenos alumnos pueden considerar este problema por en-
cima de sus posibilidades. Basta, sin embargo, tomar una actitud correcta.
Debemos examinar la situacion hipotética en la cual las dos partes de la
condicion estin satisfechas.

Los intentos infructuosos nos han hecho suponer que dicha situacién no
podia presentarse en la realidad. No obstante, sin dejarnos llevar por esa
idea, examinemos la hipdtesis segin la cual las dos partes de la condicién
fuesen satisfechas. Imaginemos, pues, una serie de nimeros cuya suma es
100. Deben ser de una o de dos cifras. Por otra parte hay diez cifras y
dichas diez cifras deben ser todas diferentes, puesto que cada una de ellas,
0,1,2,...,9 no debe aparecer sino una vez. La suma de las diez cifras es

04+1+24+34+4+5+6+7+8+9=45.

Asi pues, algunas de esas cifras representarin unidades, las otras de-
cenas. Se requiere cierta sagacidad para dar con la idea de que Iz suma
de las cifras que representan decenas puede tener cierta importancia. Repre-
sentemos dicha suma por #. La suma de las cifras restantes que representan
las unidades serd 45 — f£. Por tanto, la suma de todos los ntimeros de la
serie debe ser

10t 4 (45 — t) = 100
Ecuacién de primer grado en f que permite determinar su valor

55
9

Se constata ahora que hay algo erréneo. El valor determinado para ¢
no es nimero entero y ello es evidentemente contrario a la condicién. Par-
tiendo de la hipétesis segin la cual se podian satisfacer a la vez las dos
partes de Ia condicién, hemos llegado a una absurdidad manifiesta. ;Cémo
podemos explicar esto? Admitiendo que la hipétesis original era errénea y
que las dos partes de la condicién no podian satisfacerse al mismo tiempo.
Asi pues, hemos llegado a nuestra meta. Hemos logrado demostrar, que
las dos partes de la condicién propuesta son incompatibles.

Nuestto razonamiento es una tipica “‘reduccién al absurdo”.

2. Observaciones. Volvamos al razonamiento precedente y tratemos
de comprender su curso general.

Queremos demostrar que es imposible cumplir una cierta condicién, es
decit, que no se puede presentar nunca una situacién en la cual todas las
partes de la condicién se satisfagan simultineamente. Pero, si todavia nada
hemos demostrado, debemos admitir la posibilidad de que dicha situacién
pudiese presentarse. S6lo examinando de cerca la situacién hipotética po-

I
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demos esperar encontrar el punto erréneo que encierra. Y estamos en la
obligacién de determinar dicho punto para poder demostrar en forma con-
cluyente que la situacién es imposible. Vemos asi que el procedimiento
que nos llevé al éxito en nuestro ejemplo es generalmente razonable. De-
bemos examinar la situacién hipotética en la cual todas las partes de la
condicién se satisfagan pese a que dicha situacin parezca poco verosimil.

El lector mas experimentado se plantea ahora otra cuestién. El paso
principal de nuestro método consistia en establecer la ecuacién pata z. Po-
driamos haber llegado a la misma ecuacién sin sospechar que la condicién
era imposible. Para establecer una ecuacién debemos expresar en lenguaje
matematico el hecho de que todas las partes de la condicién se satisfacen,
no obstante desconocer adn si es realmente posible satisfacer simultinea-
mente a esas diversas partes.

Nuestro método es de “criterio abierto”. Puede conducirnos ya sea a
encontrar la incégnita que satisfaga la condicién o a demostrar que la con-
dicién es imposible de satisfacer. Por lo demas, poco importa: si se lleva
bien, la investigacién comenzara en ambos casos por el examen de la situa-
cién hipotética, en la cual la condicién se cumple y solamente en la etapa
final sabremos cual de las dos posibilidades estaba justificada.

Compirese con FIGURAS, 2 y con PAPPUS; todo analisis que se termina
por la refutacién del teorema propuesto o por la demostracién de que el
“problema por resolver” propuesto no tiene solucién, constituye una reduc-
cién al absurdo.

3. Demostracién indirecta. Son primos los nameros 2, 3, S, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 29, 31, 37, ..., que no pueden descomponerse en factores y
son mayores que 1. (Esta altima cliusula excluye al nmero 1 que tampoco
puede descomponerse en factores, pero que por ser de naturaleza diferente
no debe considerirsele como nimero primo.) Los nimeros primos son los
“elementos Gltimos™ en los cuales pueden descomponerse todos los nime-
ros enteros (mayores que 1). Por ejemplo,

630 =2X3X3X5X7

se descompone en un producto de cinco nimeros primos.

¢Es infinita la serie de los nimeros primos o tiene algin limite? Parece
natural responder afirmativamente a esta pregunta. Si la setie de los na-
meros primos fuese limitada, todos los niimeros enteros podtian descom-
ponerse en un nimero finito de elementos Gltimos y el universo pareceria
“un tanto pobre”, por asi decirlo. Esto plantea el problema que consiste
en demostrar la existencia de una infinidad de nimeros primos.

Dicho problema es muy diferente a los problemas elementales que se
plantean en general y parece a simple vista muy dificil. Sin embargo, ya lo
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hemos dicho, parece poco verosimil que exista un ultimo nimero primo P
por ejemplo. ;Por qué?

Supongamos la existencia de un Gltimo nimero primo, P. Podriamos
entonces escribir la serie completa de los nimeros primos, 2, 3, 5, 7, 11,
... P. ;Por qué esta hipétesis es tan poco verosimil? ;Qué hay de erréneo?
¢Es que podemos determinar el error? Si, dado que podemos considerar el
nimero

Q=(2X3X5X7X1IX...XP)+1

Este niimero Q siendo mayor que P no puede ser por hipétesis un ni-
mero primo. Q debe ser, pues, divisible entre un nimero primo. Ahora
bien, todos los nimeros primos de que disponemos son por hipétesis los
nameros 2, 3, 5, ... P, y, dividido entre uno cualquiera de dichos nime-
ros, Q determina un residuo 1; Q no es, pues, divisible entre ninguno
de los niimeros primos mencionados, los cuales constituyen, por hipétesis,
la totalidad de los niimeros primos. Se nos presenta pues ahi algo mani-
fiestamente erréneo; Q debe, o bien ser un nimero primo o bien ser divi-
sible entre un nimero primo. Partiendo de la hipétesis que existia un Wlti-
mo numero primo, P, hemos llegado a una absurdidad manifiesta. ;Cémo
explicarla? Nuestra hipétesis primitiva debia ser errénea; no existe un
nimero P que sea el altimo nimero primo. Hemos, pues, logrado demos-
trar la existencia de una infinidad de nimeros primos.

Esta demostracién es una tipica demostracion indirecta. (Es una famosa
demostracién debida a Euclides; véase la Proposicién 20 del Libro IX de
los Elementos. )

Hemos demostrado el teotema (a saber, que existe una infinidad de
nimeros primos) refutando su contrario del que hemos deducido una ab-
surdidad manifiesta.

Asi pues, hemos combinado la demostracién indirecta y la reduccién
al absurdo, combinacién ésta también muy caracteristica.

4. Objeciones. Los métodos que estudiamos han encontrado una opo-
sicién considerable, Han surgido muchas objeciones que, probablemente,
no son mas que formas diferentes de la misma objecién fundamental. Tra-
taremos aqui en forma “practica” la objecién que se sitda a nuestro nivel.

Encontrar una demostracién que no sea evidente es un logro intelectual
considerable, pero el aprenderla o incluso comprenderla a fondo requiete
también cierto esfuerzo mental. Es muy natural que queramos sacar algin
provecho de dicho esfuerzo y, claro es, que queramos treservar los recursos
de nuestra memoria para lo que es verdadero y correcto y no para lo falso
y absurdo.

Pero parece dificil retener alguna cosa verdadera partiendo de una re-
duccién al absurdo. El método consiste en partir de una hipétesis falsa y
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deducir consecuencias correctamente derivadas, pero igualmente falsas, hasta

llegar a una dltima consecuencia manifiestamente falsa. Para evitar el re-

cargar nuestra memoria con una serie de errores no nos queda otro recurso

que olvidarlo todo y lo més pronto posible, lo cual no es facil debido a que -
en el transcurso del desarrollo de la demostracién debemos recordar cada

punto de manera precisa y correcta.

Enunciemos ahora muy brevemente la objecién que se hace a la demos-
tracién indirecta: “Atendiendo a una demostracién de este tipo, debemos
fijar constantemente nuestra atencién sobre una hipétesis falsa que después
debemos olvidar, y no sobre el teorema correcto que deberemos retener.”

Para apreciar tal objecién en su justo valor, hay que distinguir en-
tre las dos formas de valerse de la reduccién al absurdo, que en algunos
casos empleamos como una herramienta de la investigacién, en otros como
un medio de exponer un razonamiento; la misma distincién debe estable-
cerse en lo que concierne a la demostracién indirecta.

Hay que reconocer que la reduccién al absurdo no es un medio del todo
acertado para exponer una solucién. Una demostracién de ese tipo, sobre
todo si es larga, puede tornarse molesta pata el lector o el auditorio. Aun-
que todos los razonamientos sucesivamente examinados sean correctos, to-
das las situaciones consideradas son imposibles. Incluso la expresién verbal
puede tornarse tediosa si, como se debe, insiste en subrayar el hecho de que
todo reposa sobre una hipétesis inicial; las palabras “por hipétesis”, “‘segin
lo supuesto” se repiten sin cesar, a menos que se emplee constantemente
otro procedimiento andlogo, pero no mejor.

Debemos descartar y olvidar la situacién por imposible, pero debemos
retenetla y examinarla por ser base del siguiente paso del razonamiento y
esta contraposicion interna puede, a la larga, resultar insoportable.

Todo esto no debe impedir el valerse de la reduccién al absurdo como
instrumento de investigacién. Puede presentarse asimismo en forma natural
y lograr un resultado que todos los otros medios parecen no poder lograr;
lo hemos visto en los ejemplos precedentes.

Se requiere cierta experiencia para percibir que no hay oposicién esen-
cial entre nuestros dos argumentos. La experiencia ensefia que no es muy
dificil convertir una demostracién indirecta en una demostracién directa
o presentar una demostraciéon deducida de una larga “‘reductio ad absut-
dum” con una forma mis agradable, por lo que la reduccién al absurdo
puede incluso desaparecer por completo (o tras una preparacidn adecuada,
podré condensarse en unas cuantas frases contundentes).

En suma, si queremos aprovechar nuestra capacidad al miximo, debe-
mos familiarizarnos tanto con la reduccién al absurdo como con la demos-
tracién indirecta. Sin embargo, una vez logrado el resultado por medio de
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uno de estos métodos, no debemos dejar de examinar la solucién y pregun-
tarnos: jPuede obtenerse el resultado de modo diferente?

Ilustremos lo dicho por medio de ejemplos.

5. Presentacién en forma diferente de una reduccion al absurdo. Vol-
vamos al razonamiento desarrollado en el parrafo 1. La reduccién al ab-
surdo partia de una situacién que, a fin de cuentas, debia aparecer como
imposible. Hay, sin embargo, una parte del razonamiento, independiente
de la hipétesis inicial —falsa— que puede darnos una informacién posi-
tiva, Examinando de nuevo el trabajo, podemos constatar la existencia de
un elemento importante, verdadero sin duda alguna: si un conjunto de nd-
meros de una o dos cifras se escribe de forma tal que cada uno de los diez
digitos aparece una sola vez, la suma de dichos nimeros debe tomar la
forma siguiente

106 + (45 — £) =9 (2 + 5).

Esta suma es, pues, divisible por 9. El problema propuesto pedia que
dicha suma fuese 100. ;Es posible? No, ya que 100 no es divisible por 9.

La reduccién al absurdo que nos habia conducido al descubrimiento del
razonamiento ha desaparecido bajo esta nueva presentacion.

Observemos de paso que basta conocer el método de la prueba de nue-
ves para abarcar de un vistazo el razonamiento completo.

6. Transformacion de una demostracion indivecta. Volvamos al razo-
namiento presentado en el pirrafo 3. Examinando de nuevo cuidadosa-
mente lo que se ha hecho, podemos encontrar en el razonamiento elemen-
tos independientes de toda hipétesis falsa; no obstante la mejor idea va a
provenir de un nuevo examen del significado del propio problema original.

¢Qué queremos decir al afirmar la existencia de una infinidad de ngd-
meros primos? Evidentemente esto: por larga que sea una serie finita de
nameros primos tales como 2, 3, 5, 7, 11, ... P, en la que P representa el
Gltimo ndmero primo hasta entonces determinado, existirdi siempre otro
nimero primo. Entonces, ;cémo demostrar que esta serie de ndmeros pri-
mos es infinita? Descubriendo el medio de encontrar un namero primo
diferente de todos los encontrados hasta el momento. De este modo, nues-
tro “problema por demostrar” se convierte de hecho en un “problema por
tesolver”’. Dados los ndmeros primos 2, 3, 5, ... P, encontrar un nuevo
ndmero primo N diferente de todos los ndmeros primos dados.

Habiendo formulado el problema original bajo esta nueva forma, he-
mos dado el paso decisivo. Es relativamente facil ahora, ver ¢émo con-
viene emplear las partes esenciales de nuestro primer razonamiento para
llegar al nuevo propdsito. De hecho, el nimero

Q=2X3X5X7X11X...XP)+1
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es con toda certeza divisible entre un nimero primo. Tomemos para N —he
aqui la idea— un nimero primo cualquiera divisor de Q (por ejemplo,
el menor). (Claro estd, si Q es un nimero primo, entonces N = Q.) Es
evidente que Q dividido por cualquiera de los ntimeros primos 2, 3, 5, . . .
P da de residuo 1 y que, por consiguiente, ninguno de esos niimeros puede
ser N que es divisor de Q. Es todo lo que necesitamos: N es un nimero
primo, diferente de todos los niimercs primos que se han encontrado hasta
el momento, 2, 3, 5, 7, 11, ... P,

Esta demostracién suministra un método preciso que permite prolongar
indefinidamente la serie de los nimeros primos. Nada tiene de indirecta,
no tiene que considerar situaciones imposibles. Y sin embargo, fundamen-
talmente, esta demostracién es idéntica a nuestra primera demostracién
indirecta, que nos hemos propuesto y logrado transformar.

Redundante. Véase CONDICION, pagina 66.

Reglas de ensefianza. La primera de estas reglas es conocer bien lo
que se quiere ensefiar. La segunda es saber un poco mis,

Hay que comenzar por el principio. El autor no considera del todo
inttil proponer a los profesores reglas de conducta; de otro modo no
habria esctito esta obra acerca del comportamiento respectivo del profesor
y los alumnos. No obstante, no olvidemos que un profesor de matemiticas
debe saber lo que ensefia y que, si desea inculcar a sus alumnos la correcta
actitud mental para abordar problemas, debe él mismo haber adquirido
dicha actitud.

Reglas de estilo. La primera regla de estilo consiste en tener algo qué
decir. La segunda es saberse controlar en caso de tener dos cosas por decir;
exponer primero la una y después la otra, no ambas a la vez.

Reglas del descubrimiento. La primera de estas reglas es ser inteli-
gente y tener suerte. La segunda es sentarse bien tieso y esperar la ocurren-
cia de una idea brillante.

Creemos oportuno recordarle, en forma un tanto abrupta, que ciertas
aspiraciones estin destinadas al fracaso. Reglas infalibles que permitiesen
resolver todo problema de matemiticas serfan con toda seguridad preferi-
bles a la piedra filosofal tan buscada en vano por los alquimistas. Tales
reglas procederian de la magia, y no hay tal magia. Encontrar reglas infa-
libles aplicables a todo tipo de problemas no es mis que un viejo suefio
filos6fico sin ninguna posibilidad de realizarse.

Una heuristica razonable no busca reglas infalibles; peto puede esfor-
zarse en estudiar procedimientos —procesos mentales, formas, etapas del
razonamiento— particularmente dtiles en la solucién de problemas. Esos
métodos estin a la disposicién de toda persona razonable suficientemente
interesada en el problema que se le propone. Ciertas preguntas y sugeren-
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cias estereotipadas aluden a ellos: son las que las personas inteligentes se
hacen a si mismas, las que los profesores dignos de tal nombte plantean a
sus alumnos. Es sin duda menos interesante disponer en una lista estas
preguntas y sugerencias —enunciadas en forma general y presentadas en un
orden apropiado— que tener la piedra filosofal. Pero al menos es posi-
ble procurarse tal lista. La que estudiamos aqui presenta una setie de pre-
guntas de ese tipo.

Sabiduria de los proverbios. Resolver problemas es una actividad
humana fundamental. De hecho, nuestto pensamiento consciente trabaja la
mayor patte del tiempo sobre problemas. Cuando no dejamos la mente a su
libre albedrio, cuando no la dejamos sofiat, nuestro pensamiento tiende
hacia un fin; buscamos medios, buscamos resolver un problema.

Algunos logran alcanzar mejor que otros la meta resolviendo sus pro-
blemas. Se notan estas diferencias, se discuten, se comentan. Ciertos prover-
bios patecen haber conservado la esencia misma de esas observaciones. En
todo caso, existen muchos proverbios que caracterizan de modo sorpren-
dente los diversos procesos que se siguen al resolver un problema, las
consideraciones de sentido comtn, los “trucos” y los ertores clisicos. Se
encuentran muchas observaciones petspicaces —algunas incluso sutiles—
pero sin presentatse, claro estd, bajo la forma de un sistema cientifico, des-
provistas de contradicciones y oscuridad. Por el contrario, la mayor parte
de los proverbios se opone a otros que expresan exactamente la idea in-
versa, dejando sin embargo, todos ellos un gran margen de interpretacion.
Serfa tonto considerar los proverbios como fuente indiscutible de sabi-
duria universalmente aplicable, pero serfa lastima el descuidar la descrip-
cién grafica de los procedimientos heuristicos que nos suministran.

Un trabajo interesante consistiria en reunir los proverbios relativos a
la concepcién de un plan, a la basqueda de medios, a la eleccién de un
comportamiento, el suma, agrupar todos aquellos que tratan el modo de
resolver problemas. No disponemos aqui del espacio necesario para llevar
al cabo tal trabajo; nos limitaremos, pues, a citar algunos de ellos para
ilustrar las principales fases de la solucién tal como las sefiala nuestra lista
y que hemos tratado en diversas ocasiones, en particular en las secciones 6
a 14. Los proverbios citados se imprimirin en cursiva.

1. Lo que hace falta ante todo es comprender que: Quien mal com-
prende, mal responde. Tenemos que vet claramente los fines a los que
tendemos: En todo hay que considerar el fin. Es un viejo consejo; “respice
finem” decian ya en latin. Desgraciadamente no siempre se sigue y con
frecuencia se reflexiona, se habla, se obra a tontas y a locas, sin haber
comprendido realmente cudl es el propésito deseado. El necio ve el prin-
cipio, el sabio el final. St el fin perseguido no estd claro en nuestra mente,
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perderemos ficilmente el camino y abandonaremos el problema. El sabio
empieza por el final, el necio termina en el principio.

Pero no basta comprender el problema, hay que desear también solu-
cionatlo. No podremos resolver un problema dificil sin un gran deseo de
hacerlo; pero si tal deseo existe, probablemente podremos. 7 quiero puedo.

2. Trazar un plan, concebir la idea de la accién apropiada, es lo esen-
cial para llegar a la solucién de un problema.

Una buena idea es un golpe de suerte, una inspiracién, un don de los
dioses que hay que merecer: Ay#date y Dios te ayudard, La perseverancia
mata la caza. No se derriba un roble de un hachazo. Sin embargo, no basta
repetir los intentos; debemos probar otros medios, cambiar de método. Hay
que probar todas las llaves del llavero. Hemos de adaptar nuestros esfuet-
zos a las circunstancias. Segin el viento, la vela. Segin la tela, el traje, De-
bemos hacer lo que podemos si no podemos hacer lo que gqueremos. Si fra-
casamos, debemos intentar otro camino. Es de sabios rectificar, Desde el
principio deberfamos esperar un posible fracaso y tener otro plan en reserva.
Hay que llevar dos cuerdas para el arco. Si caemos en el error de cambiar
de plan con excesiva frecuencia, quizd oigamos entonces el comentario
itbnico: Para hacer y deshacer, el dia es largo. Corremos menos peligro de
equivocarnos si no perdemos de vista nuestra meta. E/ objeto de la pesca
no es tirar el anzuelo sino sacar el pez.

Nos esforzamos en exttaer de la memoria lo que nos puede ser 1til
peto, con frecuencia, una idea eficaz que se presenta por si misma pasa
desapercibida. Un experto quizd no tenga més ideas que las que tiene un
hombre sin experiencia, pero sabté apreciarlas mejor y hard mejor uso de
ellas. Sabré poner todos los triunfos en juego. O quizé su ventaja reside
en el hecho de estar continuamente alerta: s/ podri coger la ocasion por
los pelos.

3. Hay que poner el plan en ejecucién en el momento oportuno, es
decir, cuando ha madurado y no antes. No hay que hacerlo precipitada-
mente. La prudencia es la madre de la seguridad. La noche trae su consejo.
Por otra parte, no hay que dudar mucho tiempo. Quien nada arriesga nada
pievde. El que no se arriesgd no cruza el mar. La suerte es del andaz. Ayz-
date y Dios te ayudara.

Debemos emplear nuestro juicio para elegir el momento propicio. He
aqui una advertencia pertinente que subraya el error méds coman, el fracaso
més cortiente de nuestto juicio: Los deseos no son realidades.

Nuestro plan, por lo general, nos da sélo una idea de conjunto. Tene-
mos que cuidar que los detalles encuadren en la linea general, para lo cual
tenemos que examinar cuidadosamente cada detalle, uno tras otro. Poco a
poco el péjaro hace su nido. Zamora no se gand en una hora.
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Al llevar a efecto nuestro plan debemos tener el cuidado de ordenar
adecuadamente sus etapas, orden que por lo general es inverso al orden
del descubrimiento. Lo que un necio hace al final, un hombre cuerdo lo
hace al principio.

4. Una fase importante e instructiva del trabajo es volver a examinar
la solucién una vez que se ha obtenido. No piensa bien quien no piensa
dos veces.

Gracias a este nuevo examen podemos confirmar el resultado. Hay que
hacer observar al principiante que este tipo de confirmacién tiene valor,
que valen mas dos que una.

5. Es esta una parte solamente de los proverbios relativos a la solucion
de problemas. Se podrian citar muchos mas que, por ser del mismo tema,
serfan simples variaciones. Existen otros aspectos del desarrollo de la solu-
cién, més sistematicos y mas elaborados que no provienen ya de la Sabidu-
ria de los Proverbios.

Al describirlos hemos tratado, sin embargo, de darles una preséntacién
cercana a la forma de los proverbios, lo cual no es facil. He aqui algunos
de estos proverbios “sintéticos” que describen actitudes un tanto sofis-
ticadas. El fin sugiere los medios.

Sus cinco mejores amigos son qué, por qué, dénde, cuindo y cémo.
Pregtntese de qué se trata, pregantese por qué, dénde, cudndo y cémo y no
considere la opinién de nadie mas.

No'crea nada, pero reserve sus dudas para las cosas importantes.

Mire alrededor suyo cuando encuentre la primera seta: las setas como
los descubrimientos no crecen nunca solas.

Simetria. La palabra comprende dos acepciones: una geométrica, pat-
ticular, mas usual, la otra 1dgica, general, menos difundida.

La geometria elemental en el espacio considera dos tipos de simetria: si-
metria con respecto a un plano (llamado plano de simetria) y la simetria
con respecto a un punto (llamado centro de simetria). El cuerpo humano,
que parece mas bien simétrico, de hecho no lo es; muchos 6rganos internos
estan dispuestos de modo totalmente asimétrico. Por el contratio, una es-
tatua puede ser perfectamente simétrica respecto de un plano vertical, de
tal suerte que sus dos mitades parecen “intercambiables”’.

Segtin una acepcion més general del término, un todo se dice simétrico
si se compone de partes intercambiables. Existen numerosos tipos de sime-
tria que difieren por el nmero de elementos intercambiables y por las ope-
raciones que permiten los cambios entre ellos. Asi, el cubo es de una
simetria notable dado que sus seis caras son intercambiables, asi como sus
ocho vértices y sus doce aristas. Del mismo modo la expresion

yz + zx + xy
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es simétrica; en efecto, se pueden cambiar entre si dos letras cualesquiera
sin modificar el conjunto.

La simetria. en el sentido general del término, ocupa un lugar impor-
tante en nuestro tema. Si un problema es simétrico bajo ciertos aspectos,
puede ser ventajoso buscar sus elementos intercambiables y es con frecuen-
cia util tratar del mismo modo aquellos elementos que desempefian el
mismo papel. (Véase ELEMENTOS AUXILIARES, 3.)

Se debe procurar siempre tratar de modo simétrico lo que es simétrico,
y no destruir a la ligera una simetria natural; sin embargo, no siempre es
posible hacerlo. Un par de guantes es sin duda simétrico; no obstante,
nadie los lleva de un modo enteramente simétrico, nadie se pone los dos
guantes al mismo tiempo, sino uno tras otro. La simetria puede también
servir para verificar un resultado; véase la seccién 14.

Si no puede resolver el problema propuesto no se aflija exagerada-
mente. Busque consuelo en un logro més facil; trate de resolver primero un
problema relacionado al Suyo; quizd encuentre entonces valor para atacar
de nuevo el problema original. No olvide que la superioridad del hombre
consiste en rodear el obsticulo que no puede abordar directamente y que se
puede concebir un problema auxiliar aplicable al problema original que pa-
rece insoluble.

cPuede imaginar un problema relacionado mds accesible? Ahora hace
falta inventar un problema relacionado, no solamente recordar uno. Es de
esperarse que ya se hayan formulado la pregunta: ;Conoce algin problema
relacionado?

Las otras preguntas de aquella parte de la lista cuyo titulo es el del
articulo presente, tienen una finalidad comin, la VARIACION DEL PROBLE-
MA. Existen diferentes medios de lograrla, tales como la GENERALIZACION,
la PARTICULARIZACION, la ANALOGIA, al igual que diversas maneras de
DESCOMPONER Y RECOMPONER, pigina 73.

Términos antiguos y nuevos. Los términos antiguos y nuevos emplea-
dos para describir la actividad mental que consiste en resolver problemas
son con frecuencia ambiguos. Dicha actividad es, sin embargo, familiar y se
habla a menudo de ella, pero, como todo lo abstracto, es dificil de describir,
En la ausencia de un estudio sistemético, no pueden emplearse términos
técnicos, y en cuanto a los términos corrientes semitécnicos, éstos crean las
mis de las veces confusién, debido a su empleo en sentidos que varian
segin los autores.

La breve lista que sigue comprende algunos términos nuevos emplea-
dos en el estudio presente, mientras que de los términos antiguos unos se
han evitado deliberadamente y otros se han conservado pese a su ambi-

gliedad.



Términos antiguos y nuevos 191

La siguiente discusién etimolégica puede ser desconcertante para el lec-
tor si sus nociones no estan sélidamente fundadas en ejemplos.

1. El andlisis ha sido definido claramente por PAPPUS; es un término
atil que describe un modo tipico de concebir un plan a partir de la incdg-
nita (o de la conclusién) regresando hacia los datos (o la hipdtesis).
Desgraciadamente, la palabra ha tomado poco a poco significados muy dife-
rentes (analisis matematico, quimico, 16gico) y por ello hemos evitado, a
nuestro pesar, dicho término en el estudio presente.

2. La condicion relaciona los datos y la inc6gnita de un “problema pot
resolver” (véase PROBLEMAS POR RESOLVER, PROBLEMAS POR DEMOS-
TRAR). Tomada en ese sentido, es un término claro, 1til e ineludible. Con
frecuencia es necesario descomponer la condicién en varias partes (en las
partes Iy II en los ejemplos de DESCOMPONER Y RECOMPONER EL PRO-
BLEMA, 7, 8). Ahora bien, cada una de esas partes de /# condicién se llama
también generalmente #na condicién. Esta ambigiiedad, a veces molesta,
puede facilmente evitarse mediante la introduccidon de algin término téc-
nico que designe a las partes de la condicién completa; se puede, por ejem-
plo, llamarlas “clausulas”.

3. La hipitesis designa una parte esencial de un teorema matemético
del tipo mds usual (véase PROBLEMAS POR RESOLVER, PROBLEMAS POR
DEMOSTRAR, 4). El término, en esa acepcibn, es perfectamente claro y sa-
tisfactorio. La dificultad proviene de que cada parte de /« hipétesis se llama
igualmente #na hipétesis, lo cual se presta a confusién. El remedio consis-
tiria en encontrar otra palabra, como “clausula” por ejemplo, para desig-
nar cada parte de la hipétesis (compéirese con la observacién precedente
sobre la “condicién’).

4. Las principales partes de un problema se definen en PROBLEMAS
POR RESOLVER, PROBLEMAS POR DEMOSTRAR, 3, 4.

5. Problemas por resolver, problemas por demostrar. Son un par de
nuevos términos introducidos aqui a nuestro pesar para reemplazar tér-
minos tradicionales cuyo significado ha sido cambiado por el uso corriente
al grado de no poder pensar en restablecerlos. En traducciones latinas de
textos matematicos griegos, el nombre coman a los dos tipos de problemas,
es la palabra “propositio”; un “problema por resolver” se llama “‘proble-
ma”, un “problema por demostrar”, “theorema”. En el lenguaje matema-
tico en desuso, las palabras proposicién, problema, teorema, tienen todavia
ese significado “euclideano”; peto su significado ha cambiado en el len-
guaje matematico moderno, lo cual justifica la introduccién de términos
nuevos.

6. El razonamiento progresivo ha sido empleado con diversos signifi-
cados, segin los autores, algunos de los cuales han respetado su antigua
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acepcién de “sintesis” (ver pirrafo 9). Este tltimo empleo se puede defen-
der pero hemos evitado ese término.

7. El razonamiento regresivo ha sido empleado por algunos autores en
su significado antiguo de “andlisis” (compérense parrafos 1 y 6). Este @l-
timo término es tan vilido como el precedente; pero lo hemos evitado.

8. La solucién es un término del todo claro si se toma en su signifi-
cado puramente matemitico; designa entonces todo objeto que satisfaga
la condicién de un “problema por resolver”. Asi, las soluciones de la ecua-
cén x* — 3x + 2 = 0 son sus raices, es decir, los nimeros 1 y 2. Desgra-
ciadamente [a palabra tiene otras acepciones, no puramente matemiticas y
no obstante empleadas a veces por matematicos al lado de su acepcién ma-
temitica. Se puede, en efecto, emplearla en el sentido de “la accién de
resolver un problema” o “el trabajo efectuado al resolver un, problema”;
es lo que entendemos cuando hablamos de una “solucién dificil”. La solu-
cién puede también designar el resultado del trabajo efectuado para resol-
ver un problema; es el significado que se la da a la palabra en la expresién
“una bonita solucién”. Resulta, pues, que si en una misma frase tenemos
que hablar del objeto que satisface la condicién del problema, del trabajo
por efectuar para obtenerlo, y del resultado de ese trabajo, y nos valemos,
en los tres casos, de la palabra “solucién”, la frase corre el riesgo de ser
poco clara.

9. La palabra sfntesis ha"sido empleada por PAPPUS en un sentido bien
definido que amerita conservarse. Muy a pesar nuestro en el presente estu-
dio hemos evitado este término, por las mismas razones que en su contra-
partida “analisis” (véase parrafo 1).

Trabajo subconsciente. Una noche deseaba hablar a un amigo de un
cierto autor de cuyo nombre no pude acordarme. Eso me exasperd, maxime
que me acordaba muy bien de una de sus novelas. Recordaba también una
anécdota de este autor que queria contar. En suma, recordaba todo acerca
de él, menos su nombre, y los esfuerzos repetidos que hice por recordarlo
resultaron vanos. Sin embargo, a la mafiana siguiente, al tiempo que pen-
saba en la decepcién de la pasada noche, el nombre en cuestién me vino a
la mente sin el menor esfuerzo.

Cada uno de nosotros recuerda sin duda, alguna experiencia personal de
ese tipo. Todo aficionado e investigador de problemas habré sufrido la
experiencia probablemente en e] transcurso de su trabajo. Sucede con fre-
cuencia quedarse completamente en blanco ante un problema, pese a los
mayotes esfuerzos. Pero cuando se vuelve a él tras una noche de reposo o
después de una intertupcién de varios dias, puede ocurrirsenos una idea
brillante que permite resolverlo ficilmente. Poco importa la naturaleza del
problema, una palabra olvidada, un término dificil en un crucigrama,
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el principio de una carta delicada pueden, al igual que la solucién de un
problema matemético, presentarse en la mente de este modo.

Tales hechos dan la impresién de un trabajo subconsciente. Cierto es
que un problema, después de una “ausencia” prolongada, puede presen-
tirsenos con una nueva claridad, més cercano a ser resuelto que en el mo-
mento que hemos dejado de pensar en €él. ;Quién lo ha esclarecido? ¢Quién
lo ha traido al camino de la solucién? Nosotros mismos, claro estd, pero
trabajando en él inconscientemente. Es dificil dar otra explicacién, pese
a que los psicdlogos hayan descubierto el resquicio de una respuesta diferente
que quiza un dia sea mas satisfactoria.

Cualesquiera que sean los méritos de una “teoria” del trabajo subcons-
ciente, es seguro que existe un limite mds alli del cual no es conveniente
forzar la reflexién consciente. A partir de cierto momento es preferible
dejar descansar el problema durante un cierto tiempo. “La noche trae con-
sejo” dice el viejo proverbio. Acordando una tregua al problema y a
nosotros mismos, podemos obtener mas al dia siguiente con menos esfuerzo.
“Hoy no, mafiana si.” No obstante no debemos abandonar, antes de haber
hecho alglin progreso, un problema sobre el cual tenemos la intencién de
volver mas tarde. No dejemos el trabajo, provisionalmente, sin haber cap-
tado alglin detalle, elucidado aunque sea alglin aspecto de la cuestién.

Sélo vuelven a la mente, transformados, aquellos problemas que nos
han apasionado o los que nos han mantenido en una tensién mental consi-
derable; el esfuerzo consciente y la tensién intelectual parecen necesarios
para hacer trabajar al subconsciente. Si no fuese asi, la cosa seria muy sim-
ple, ya que podriamos resolver los problemas mas dificiles durmiendo
tranquilamente o esperando la “idea”.

Antiguamente se consideraba a la idea brillante como una inspiracion,
un don de los dioses; hay que merecer ese don por el trabajo o, al menos,
por un ardiente deseo.*

Variacién del problema. Un insecto —ya hemos mencionado el he-
cho— hace intentos de escapar a través de un vidrio, repitiendo indefinida-
mente esfuerzos vanos, sin tratar de pasar por la ventana vecina que estd
abierta y por la cual entrd en la pieza. Un ratén procede quizd en forma
menos absurda; caido en la ratonera, trata de escaparse entre dos barrotes,
después a través de los dos siguientes y asi variando sus tentativas, prueba
diversas posibilidades. Un hombre debe ser capaz de variar sus tentativas de
un modo todavia mas inteligente, debe examinar las diversas posibilidades
con mayor comprension, aprender algo de sus errores y sus tanteos. “Trate,
trate de nuevo”, es un buen consejo que siguen tanto, el insecto y el ratén,

# Para un estudio a fondo del “pensamiento inconsciente” véase de Jacques
Hadamard, The Psichology of Invention in the Mathematical Field.
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como el hombre; pero si este Gltimo tiene mas éxito se debe a que varia su
problema de modo mas inteligente.

1. Cuando hemos logrado la solucién y ponemos punto final a nuestro
estudio, nuestra concepcién del problema es mis completa y esti mejor
adaptada a la cuestién que en un principio. Para ir de la concepcién inicial
a otra mis completa, mejor adaptada al problema, hemos ensayado diver-
sos puntos de vista y hemos considerado el problema bajo diferentes
aspectos.

El éxito depende de la eleccién del punto de vista, del ataque por el
lado accesible. Para encontrar dicho punto de vista, dicho lado, examinamos
varios aspectos, variamos el problema.

2. La variacién del problema es esencial. Es un hecho que puede ex-
plicarse de diversos modos. Es asi como el progreso en la solucién de un
problema puede aparecer como una movilizacién y una organizacién de los
conocimientos previamente adquiridos. Debemos “extraer” de nuestra me-
moria ciertos elementos y hacerlos entrar en nuestro problema. Ahora bien,
la variacién del problema va a ayudarnos en esta empresa. ;C6mo?

Recordamos los hechos mediante una especie de “accidn por contacto”
llamada “asociacién mental”; lo que tenemos “‘in mente” en un momento
dado tiende a recordarnos lo que habia estado en contacto con ello en una
circunstancia anterior. (No es aqui el lugar ni el momento de enunciar
mis claramente la teoria de la asociacién ni de discutir sus limites.) Va-
riando el problema, aportamos nuevos detalles, creamos nuevos contactos,
nuevas posibilidades de entrar en contacto con elementos capaces de intet-
venir en la cuestién que nos ocupa.

3. No podemos esperar resolver un problema digno de ese nombre sin
una intensa concentracién; pero tal tensién mental, dirigida sobre un
mismo objeto, acarrea pronto una fatiga que puede ser excesiva. Para que
nuestra atencién no desfallezca, hay que cambiar repetidamente el objeto
sobre la cual se proyecta.

Cuando nuestro trabajo adelanta, constantemente hay medidas qué to-
mar, nuevas cuestiones por examinar, nuestra atencién y nuestro interés
se mantienen despiertos. Pero si no adelantamos la atencién se debilita,
el interés languidece, intervienen la fatiga y el aburrimiento, nuestra mente
comienza a vagar y corremos el riesgo de perder el hilo del problema. El
medio de escapar de esto es entonces plantearse una nueva pregunta.

Esa nos va a revelar posibilidades inexploradas de contacto con nuestros
conocimientos precedentes, va a hacer renacer en nosotros la esperanza de
encontrar contactos Gtiles; conguista de nuevo nuesiro interés variando el
problema del cual nos muestra un nuevo aspecto.

4. Ejemplo. Encontrar el volumen de una pirdimide truncada de base
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cuadrada, conociendo el lado de la base inferior #, el de la base superior &
y la altura 4.

Este problema se puede plantear a alumnos que conozcan bien las
férmulas del volumen del prisma y de la pirdmide. Si no toman la delan-
tera proponiendo sus ideas personales, el profesor comenzard por hacer
variar los datos. Partamos de una pirimide truncada en la cual @ > 4. ;Qué
sucede cuando 4 aumenta hasta llegar a ser igual a #? La pirdimide truncada
se convierte en un prisma y el volumen considerado es 4*4. ;Qué sucede
cuando & disminuye hasta llegar a ser 0? La piramide truncada se convierte

azh

en una pirdmide cuyo volumen es T

Esta variacién de los datos contribuye, ante todo, al interés del pro-
blema. Después puede sugerir la idea de emplear, de un modo o de otro,
los resultados conocidos relativos al prisma y a la pirdimide. En todo caso,
hemos descubierto ciertas propiedades del resultado final: la férmula por

: a*h
determinar debe ser tal que pueda reducirse a a*h para b=ay a —

para b = 0. Tratemos de prever las propiedades del resultado que quere-
mos obtener. Tales propiedades pueden suministrarnos sugerencias intere-
santes y, de todos modos, una vez encontrada la férmula final, estaremos
en condiciones de verificarla. Tenemos asi, por adelantado, una respuesta
a la pregunta: ;PUEDE COMPROBAR EL RESULTADO? (Véase parrafo 2.)

5. Ejemplo. Construir un trapecio dados sus cuatro lados 4, 5, ¢, 4.

Sea « la base inferior, ¢ la base superior; « y ¢ paralelos pero desiguales,
by d no son paralelos. Si no tenemos otra idea, podemos empezar por va-
riar los datos.

Partamos de un trapecio en el cual 2 > ¢. ;Qué sucede cuando ¢ dismi-
nuye hasta Ilegar a 0? El trapecio se transforma en tridngulo. Ahora bien,
un tridngulo es una figura sencilla que nos es familiar, que podemos cons-
truir a partir de diversos datos. Puede ser interesante hacer aparecer ese
triangulo en la figura. Lo hacemos trazando simplemente una linea auxiliar
que seré una diagonal del trapecio (fig. 29).
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Examinando el tridngulo no nos patece, sin embargo, de gran utilidad;
conocemos dos de sus lados 4 y 4, pero nos harfan falta tres datos.

Probemos alguna otra cosa. ;Qué sucede cuando ¢ aumenta hasta llegar
a ser igual a a7 El trapecio se convierte en un paralelogramo. ;Podemos
emplearlo? Un examen répido (véase fig. 30) nos llama la atencién sobre
el tridngulo que hemos afiadido al trapecio primitivo al construir el para-
lelogramo.

o
Fic. 30

’

Dicho tridngulo es ficil de construir puesto que conocemos sus tres lados,
b,dya—c.

Al variar el problema inicial (construccién del trapecio) hemos Ilegado
a un problema auxiliar méis accesible (construccién del tridngulo). Utili-
zando después el resultado de ese problema auxiliar resolvemos ficilmente
el problema original (hasta completar el paralelogramo).

Nuestro ejemplo es tipico, como lo es también el fracaso de nuestra
primera tentativa. Volviendo sobte ella, constatamos sin embargo, que no
ha sido indtil. Habia en ella una idea, la que nos ha permitido pensar
en construir un tridngulo, dindonos asi un medio de alcanzar nuestro ob-
jetivo. Si lo hemos logrado en nuestro segundo intento ha sido modificando
un primer ensayo infructuoso; se trataba en los dos casos, en efecto, de una
variacién de ¢, que hemos tratado primero de disminuir y después de
aumentar,

6. Como en el ejemplo anterior, asi tendremos que intentar con fre-
cuencia diversas modificaciones del problema. Hay que variarlo, enunciarlo
de modo diferente, transformarlo hasta encontrar al fin lo que puede ser-
nos 1til. Podemos incluso sacar partido de un fracaso, ya que a veces
en una tentativa fallida puede haber una buena idea que, una vez modifi-
cada, puede conducirnos a un ensayo mas fructifero. Lo que obtenemos tras
divetsos ensayos es la mayor parte de las veces, como en el precedente ejem-
plo, un problema auxiliar més accesible.

Existen ciertos procedimientos particularmente utiles para variar el
problema como, por ejemplo, el referirse a la DEFINICION, DESCOMPONER
Y RECOMPONER EL PROBLEMA, inttoducit ELEMENTOS AUXILIARES, utili-
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zar medios como la GENERALIZACION, la PARTICULARIZACION y el empleo
de la ANALOGIA.

8. Las indicaciones que hemos dado en el parrafo 3 acerca de nuevas
preguntas que pueden reanimar el interés del investigador, facilitarin el
empleo juicioso de nuestra lista.

Un profesor puede utilizar esta lista para ayadar a sus alumnos; pero
hay alumnos que no necesitan ayuda y a quienes no tendrd que plantear
ninguna pregunta, sino mis bien permitirles trabajar solos, lo que evidente-
mente es mejor para su independencia intelectual. Debe simplemente el
profesor tratar de encontrar el medio de ayudar a cada uno de esos buenos
alumnos por medio de alguna pregunta o sugerencia apropiada en el mo-
mento que se encuentren estancados en su trabajo. Porque entonces, hay
que evitar por todos los medios que el alumno se canse del problema y lo
abandone o que pierda el interés y cometa por pura indiferencia algin
error garrafal.

Podemos emplear la lista para resolver nuestros propios problemas.
Para emplearla en forma apropiada, procederemos como en el primer caso.
En el caso de un adelanto satisfactorio, cuando nuevas observaciones se pre-
sentan por si mismas, seria tonto frenar el progreso espontineo por me-
dio de preguntas superfluas. Pero cuando estamos varados, cuando no te-
nemos ninguna otra idea, corremos el riesgo de cansarnos del problema. Es
entonces el momento de pensar en alguna idea general que pudiera servir-
nos, una pregunta o una sugerencia de la lista que pudiera aplicarse. Y
acogeremos con alegria cualquier nueva pregunta que, con algo de suerte,
pudiera revelarnos un nuevo aspecto del problema que despierte nuestro
interés y nos haga trabajar y reflexionar.
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Esta altima parte ofrece al lector la oportunidad de practicar con ejer-
cicios.

Los problemas no requieren mayores conocimientos que los que el lec-
tor haya adquirido en los estudios de enseflanza media. Sin embargo, no
son problemas de meras aplicaciones de férmulas, ni son muy faciles; al-
gunos de ellos requieren cierta originalidad e ingenio.*

Las sugerencias ofrecen indicaciones que conducen al resultado, citando,
sobte todo, alguna frase apropiada de la lista; a un lector muy atento, pron-
to a captar las sugerencias, le pueden dar la idea clave de la soluci6n.

Las soluciones no solo traen la respuesta, sino también el método que
a ella conduce, no obstante el lector debe suplir algunos detalles. Algunas
de ellas tratan de abrir nuevos horizontes, por medio de algunas palabras
al final.

El lector que ha tratado seriamente de resolver el problema, puede sacar
provecho de las sugerencias y soluciones. Si por si mismo llega al resultado,
puede aprender algo comparando su método con el que se expone aqui. Si
después de un gran esfuerzo se siente inclinado a abandonar el problema,
las sugerencias pueden darle la idea que le falta. Si las sugerencias mismas
no le ayudan, puede ver la solucién, tratar de ver la idea clave y, haciendo
el libro a un lado, tratar de encontrar la solucién.

PROBLEMAS

1. Partiendo de un punto P, un oso camina un kilémetro hacia el sur.
Cambia entonces de direccién y recorre un kilémetro hacia el este. Después,
dando vuelta de nuevo a la izquierda, recorre un kilémetro hacia el norte
para llegar exactamente al punto de partida P. ;De qué color es el oso?

2. Roberto quiere un terreno, absolutamente horizontal, delimitado

* Excepto el primero (muy conocido, pero muy divertido como para omitirlo)
todos los problemas se han tomado de los Stanford University Competitive Exami-
nations in Mathematics (salvo algunas ligeras modificaciones). Algunos de ellos se
han publicado en The American Mathematical Monthly o en The California Mathe-
matics Council Bulletin. En esta Gltima revista, el autor ha publicado algunas so-
luciones que se encontrarin més adelante, convenientemente modificadas.

201
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por cuatro lineas rectas. Dos de esas rectas estin exactamente dirigidas
norte-sur, las otras dos exactamente este-oeste y cada una mide exactamente
1 000 metros. ;Puede comprar Roberto ese terreno en México?

3. Roberto tiene 10 bolsillos y 44 monedas de plata. Quiere poner las
monedas en los bolsillos repartiéndolas de tal modo que cada bolsillo con-
tenga un nimero diferente de monedas. ;Puede hacerlo?

4. Para enumerar las piginas de un libro un tipégrafo ha empleado
2 989 digitos. ;Cuantas paginas tiene el libro?

5. Entre los papeles del abuelo se ha encontrado una nota:

72 pavos, § — 67.9 —

El primero y el Gltimo digito del nimero que, evidentemente, represen-
taba el precio total de las aves, se han reemplazado aqui por guiones, dado
que estaban borrados y no se podian leer.

¢Cuiles son los dos digitos borrados y cuil era el precio de un pavo?

6. Dado un hexigono regular y un punto en su plano, trazar una recta
que pase por el punto y divida al hexdgono en dos partes de 4reas iguales.

7. Se da un cuadrado. Encontrar el lugar geométrico de los puntos
desde los cuales se ve al cuadrado bajo un 4ngulo (a) de 90° (b) de 45°.
(Sea P un punto fuera del cuadrado, pero en su plano. El menor 4ngulo
con vértice en P en el cual el cuadrado estd inscrito es “el 4ngulo bajo
el cual el cuadrado se ve” desde P.) Dibujar claramente los dos lugares
geométricos y dar todos sus elementos.

8. Llamemos “eje” de un sélido a una linea recta que una dos puntos
de su superficie y tal que por rotacién, en torno a esa recta, de un angulo
comprendido entre 0° y 360°, el sélido coincide consigo mismo.

Encontrar los ejes de un cubo. Definir claramente la posicién de los
ejes y determinar el 4ngulo de rotacién relativo a cada uno de ellos. Supo-
niendo que se toma como unidad la arista del cubo, calcular la media arit-
mética de las longitudes de los ejes.

9. En un tetraedro cualquiera, dos aristas opuestas tienen la misma
longitud 4 y son ortogonales. Ademés, cada una de esas aristas es perpen-
dicular a la linea, de longitud 5, que une sus puntos medios. Expresar el
volumen del tetraedro en funcién de 2 y &, y demostrar el resultado ob-
tenido.

10. Se llama dpex de una pirdmide al vértice opuesto a la base.

a) Llamemos “isésceles” a una pirimide cuyo 4pex esti a igual distancia
de todos los vértices de la base. Con dicha definicién, demostrar que
la base de una pirdmide is6sceles esti /nscrita en un circulo cuyo centro
es el pie de la altura de la pirdimide.

b) Llamemos, ahora, “is6sceles” a una pirdmide tal que las perpendicu-
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lares bajadas del vértice a los lados de la base sean iguales. Con esta

definicién (diferente de la anterior) demostrar que la base de una

pirimide isésceles esté circunscrita a un circulo cuyo centro es el pie

de la altura de la pirimide.

11. Encontrar x, y, #, y 2 que satisfagan el sistema de cuatro ecua-
ciones:

x+7y+32+52= 16
8x + 4y + 62+ 22 = — 16
2x + 6y + 4u+ 8= 16
Sx +3y+ 72+ 2= —16

(Esto puede parecer largo y tedioso: bisquese un procedimiento ripido.)

12. Roberto, Pedro y Pablo viajan juntos. Pedro y Pablo son buenos
caminantes; cada uno camina p kilémetros por hora. Roberto tiene un pie
lastimado y conduce un pequefio automévil de dos plazas solamente, donde
tres no caben; recorre ¢ kilémetros por hora. Los tres amigos adoptan el
siguiente plan: Partir juntos, Pablo y Roberto en el automévil, Pedro a pie.
Después de algiin tiempo, Pablo desciende del coche y sigue a pie mientras
que Roberto regresa en busca de Pedro; después Roberto y Pedro van en
coche hasta que alcanzan a Pablo. En ese momento cambian: Pablo sube
al coche y Pedro camina, como al principio; todo el ciclo se tepite tantas
veces cuantas sea necesario.

a) ¢Cudntos kilémetros por hora adelanta el grupo?

b) ¢Durante qué fraccién de tiempo del viaje, s6lo hay una persona en

el automévil?

c¢) Verificar los casos extremos p = 0y p = c.

13. Tres nimeros forman una progresién aritmética y otros tres, una
progresién geométrica. Sumando los términos correspondientes de las dos
progresiones se obtiene

85, 76 y 84
respectivamente; sumando los tres términos de la progresién aritmética se
obtiene 126. Encontrar los términos de las dos progresiones.

14. Determinar 7 tal que la ecuacién en x

= 0GBm+2)F+m=0
tenga cuatro raices en progresién aritmética.

15. El perimetro de un tridngulo rectingulo es de 60 cm, la altura
perpendicular a la hipotenusa mide 12 cm. Determinar los lados.

16. De la cima de una montafia se ven dos puntos A y B en la pla-
nicie. Las lineas de visién dirigidas a estos puntos determinan el 4ngulo y.
La primera tiene una inclinacién a con relacién al horizonte, la segunda
una inclinacién B. Se sabe que los puntos Ay B estin en un mismo plano
horizontal y que la distancia entre ellos es ¢.
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Expresar la altura x de la cima respecto del plano horizontal que con-
tiene a 4 y B en funcién de los dngulos a, By v y de la distancia ¢.
17. Observando que el valor de

1 2 3 7
—_t =+t —+ . ——
20 31 4l ()l
P B 1523853 {d t
es S B o para n — 1, 2, 3, respectivamente,

recuerde la ley general (considerando mds valores si es necesario) y de-
muestre que la hipédtesis es exacta.
18 Considérese la tabla

1 = 1

Spaind) = 8

RS 5Pl = 27
134154+17+19 = 64
21 + 23 +25 + 27 +29 =125

Deduzca la ley general sugerida por esos ejemplos, exprésela por medio
de una férmula matemitica apropiada y demuéstrela.

19. El lado de un hexdgono regular mide » (siendo » un nimero
entero). Por medio de paralelas equidistantes a sus lados, se divide el
hexdgono en T triangulos equiliteros de lado 1. Sea I el namero de vérti-
ces resultantes de esta divisién y L el nimero de lados de longitud 1. (Un
lado pertenece a uno o dos tridngulos, un vértice a dos o mas de dos tridn-
gulos.) Cuando 7 =1, lo que es el caso més sencillo, T = 6, V =7,
L = 12. Considérese el caso general y exprésese T, IV y L en funcién de 7.
(Hacer una hipétesis estd bien, demostrarla es mejor.)

20. ;De cuantas maneras se puede cambiar un peso en monedas? (La
manera de cambiar estd determinada cuando se conoce el namero de piezas
de cada valor —uno, cinco, diez, veinticinco y cincuenta centavos que se
utilizan.)

SUGERENCIAS

1. ¢Cudl es la incdgnita? El color del oso. Pero, ;c6mo se puede en-
contrar el color de un 0so a partir de datos mateméticos? ;Cudl es el dato?
Una situacién geométrica —pero que parece contradictoria a si misma.
¢Después de recorrer tres kilémetros de la manera descrita, cémo puede
el oso regresar al punto de partida?

2. ¢Conoce usted algin problema andlogo a éste?

3. Si Roberto tuviese un gran nimero de monedas no tendria dificul-
tad en llenar sus bolsillos de manera diferente. ;Puede usted plantear el
problema de otro modo? ;Cuil es el nimero minimo de monedas que se
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pueden meter en diez bolsillos de tal suerte que cada bolsillo contenga un
namero diferente de monedas?

4. He aqui un problema relacionado con el suyo. Si el libro tiene
exactamente nueve paginas numeradas, ;cudntos digitos emplea el tipogra-
fo? (9 evidentemente). He aqui otro problema en relacidn con el suyo: si
el libro tiene exactamente 99 paginas, ;cudntos digitos emplea el tipégrafo?

5. ;Puede usted plantear el problema en otra forma? ;Cuiles pueden
ser los dos nimeros borrados si el precio total, expresado en centavos, es
divisible por 72?

6. (¢Puede imaginar algin problema mas facil relacionado con éste?;
cUn problema miés general?; jun problema anilogo? (Véase GENERALI-
ZACION, 2).

7. ¢Conoce usted algin problema relacionado con éste? El lugar geo-
métrico de los puntos desde los cuales se ve un segmento de recta dado
desde un 4ngulo dado se compone de dos arcos de circulo, cuyos extremos
coinciden con los del segmento y son simétricos con relacién al segmento.

8. Supongo que el lector estd familiarizado con la forma de un cubo
y que, por medio de un simple examen, ha encontrado algunos de sus ejes;
pero ¢los ha encontrado todos?; ¢ puede demostrar que su enumeracién de
ejes es exhaustiva?; ;descansa esta enumeracién sobre algin principio claro
de clasificacién?

9. Mire la incégnita. La incégnita es el volumen de un tetraedro. Si,
ya s¢, se puede calcular el volumen de una pirdimide conocida la base y
altura (la tercera parte del producto de los dos factores), pero aqui no se
conoce ni la base ni la altura. ;Puede imaginar algin problema mis
sencillo que se relacione con este? (;No ve usted un tetraedro mds sencillo
que es una parte alicuota del que se da?)

10. (Conoce algin teorema que se relacione con esta pregunta?; ;co-
noce usted algln teorema andlogo. . . més sencillo. . . que se relacione? Si:
en un tridngulo isdsceles, el punto medio de la base es el pie de la altura
correspondiente al vértice opuesto. He ahi un feorema que se relaciona con
este #ltimo y que ya se ha demostrado. ;Puede utilizar el método? El teo-
rema sobre el tridngulo isdsceles se demuestra considerando dos tridngu-
Jos rectingulos iguales que tienen por lado comun Ia altura del tridngulo.

11. Se supone que el lector estd familiarizado con los sistemas de ecua-
ciones lineales. Para resolver tal sistema, hay que combinar las ecuacio-
nes de alglin modo y buscar si, entre éstas, hay relaciones que pudiesen
poner en evidencia una combinacién particularmente ventajosa.

12. Separe las diferentes partes de la condicion. ;Puede precisarlas por
escrito? Entre el momento en que los tres amigos parten y el momento en
que se encuentran de nuevo, hay tres fases diferentes.
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1) Roberto y Pablo en automévil.

2) Roberto en automdvil solo.

3) Roberto y Pedro en automdvil.

Llamaremos, respectivamente, #, %, %, las duraciones de esas fases.
¢Cémo podemos descomponer la condicién de manera apropiada?

13. Separe las diferentes partes de la condicidn. ;Puede precisarlas
por escrito? Sean

a—d, a a-+d

los términos de una progresién aritmética, y
bgt, b, bg

los de una progresién geométrica.

14. Cudl es la condicién? Las cuatro raices deben estar en progresién
aritmética. La ecuacién tiene, sin embargo, una caracteristica particular:
s6lo contiene potencias pares de la incégnita x. Por lo tanto, si # es una
rafz, — 4 es también raiz de la ecuacién.

15. Separe las diferentes partes de la condicion. ;Puede precisarlas por
escrito? Se pueden, en la condicién, distinguir tres partes relativas a

1) El perimetro

2) al tridngulo rectingulo

3) ala altura bajada sobre la hipotenusa.

16. Separe las diferentes partes de la condicién. ;Puede precisarlas por
escrito? Sean a y b las longitudes (desconocidas) de PA y de PB, a y B,
respectivamente, sus inclinaciones con relacién al plano horizontal. Se pue-
den, en la condicién, distinguir tres partes relativas a

1) La inclinacién de 4

2) la inclinacién de

3) el tridngulo que tiene por lados 4, 4 y ¢.

17. (Reconoce usted los denominadores 2, 6, 24? ;Conoce algéin pro-
blema relacionado?; ;un problema anilogo? (Véase INDUCCION E INDUC-
CION MATEMATICA. )

18. Para descubrir por induccién hay que observar. Observe los segun-
dos miembros; los primeros términos de los primeros miembros, después
los altimos. ;Cual es la ley general?

19. Haga una figura. Su examen podri ya sea ayudarle a encontrar
la ley por induccién, ya sea llevarle a las relaciones entre T, V, L y .

20. (Cudl es la incognita?; ;qué se nos pide buscar? Puede ser necesa-
rio precisar un poco el objeto del problema. ;Puede imaginar algsin proble-
ma que se relacione con éste y sea mads sencillo?; jalgin problema mis
general?; ;algiin problema andlogo? He aqui un problema analogo muy sen-
cillo: ;De cudntas maneras puede usted pagar un centavo? (Sélo hay un
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modo.) He aqui un problema mis general: ¢De cuintas maneras puede
usted pagar la cantidad de 7 centavos, utilizando las cinco monedas si-
guientes: uno, cinco, diez, veinticinco y cincuenta centavos? Nuestro pro-
blema particular es el caso para » — 100.

En los casos particulares més sencillos, para los valores pequefios de 7,
podemos cifrar la respuesta sin método complicado, simplemente ensayan-
do y examinando.

He aqui una tabla (que el lector deberd verificar).

n 4 5 9 10 14 15 19 20 24 25
E. 122 4 4 6 6 9 9 13

La primera fila enumera las cantidades por pagar, de valor general 7, la
segunda fila enumera los ntiimeros de “modos de pagar” correspondientes,
de valor general E,. (El motivo de la eleccién de esta notacién es un secreto
personal que no quiero revelar en este momento.)

Tenemos que considerar el caso particular Eioo, peto sin método claro
es dudoso que podamos calcular Eyo. De hecho este problema exige del
lector un poco mas que los precedentes: debe crear una pequefia teoria.

Nuestra pregunta es general (se trata de calcular E, para el valor gene-
tal n, peto ests “aislada™). JPuwede imaginar algin problema relacionado
mas facil?; ;algin problema anilogo? He aqui un problema andlogo nuy
sencillo: Encontrar A,, el nimero de procedimientos de pagar la cantidad
de 7 centavos utilizando sélo centavos (A, = 1).

SOLUCIONES

1. ;Piensa usted que el oso es blanco y que el punto P es el Polo Nor-
te?; ¢puede demostrarlo? Como se ha podido comprender, hemos idealizado
la pregunta. Consideramos la tierra como exactamente esférica y al oso
como un punto material mévil. Dicho punto describe un arco de meri-
diano al desplazarse hacia el sur o hacia el norte, y un arco de paralelo
(paralelo al ecuador) al desplazatse hacia el este. Hay que distinguir
dos casos:

1) Si el oso regresa al punto P siguiendo un meridiano diferente del
que ha seguido al salir de P, dicho punto es necesariamente el Polo Norte.
De hecho el ctro tnico punto de la tierra en el que dos meridianos se en-
cuentran es el Polo Sur, pero el oso no podria salir de ese Polo mis que
desplazandose hacia el norte.

2) El oso podria regresar al punto P siguiendo el mismo meridiano que
al salir de P si, al desplazatse un kilémetro hacia el este, describiese # para-
lelos completos, pudiendo ser # igual a 1, 2, 3 ... En dicho caso, P no es el
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Polo Norte, sino un punto de un paralelo muy cercano al Polo Sur (cuya

. i e 1
longitud, expresada en kilémetros, es un poco inferior a 2= + —).
n

2. Representamos a la tierra como en la solucién del problema 1. El
terreno que quiere Robetto esta limitado por dos meridianos y dos paralelos.
Imagine dos meridianos fijos y un paralelo alejindose del ecuador: el arco
de ese paralelo mévil interceptado por los dos meridianos fijos disminuye
constantemente. El centro del terreno tendria que estar en el ecuador. Ro-
berto 720 puede comprarlo en México.

3. El minimo nimero de monedas puestas en un bolsillo evidente-
mente es 0. El nimero inmediato superior es por lo menos, 1; el namero
inmediato superior a éste es cuando menos, 2, ...y el nimero de monedas
puestas en el tltimo (décimo) bolsillo es cuando menos, 9. El nimero de
monedas necesarias es, pues, por lo menos

0 41 4=2 s34 =5, . 2= 9. =45

Roberto no puede lograrlo: sélo tiene 44 monedas.
4. Para un libro de 999 paginas se necesitan

942 X9 + 3 X 90 = 2889
digitos. Si el libro en cuestién tiene X paginas,
2889 + 4 (x —999) = 2989
x = 1024

Este problema nos hace ver que una evaluacién preliminar de la incog-
nita puede ser util (o incluso necesaria, como en este caso).

5. Si el nimero —679— es divisible por 72, lo es también a la vez
por 8 y por 9. Siendo divisible por 8, el nimero 79— debe ser también
divisible por 8 (ya que 1000 es divisible por 8), 79— debe ser, pues,
792: la Gltima cifra borrada es 2- Si —6792 es divisible por 9, la suma
de los digitos de ese nimero debe serlo también (regla de “la prueba
por 9”), la primera cifra borrada debe ser, pues, 3. El precio 367.92 +
72 = 5.11 pesos.

6. “Se dan en el mismo plano, con sus posiciones, #n punto y una
figura que tiene un centro de simetria. Determinar una recta que pase por
el punto y divida a la figura en dos partes de areas iguales.” La recta que
se pide pasa naturalmente por el centro de simetria. Véase PARADOJA
DEL INVENTOR, pigina 138.

7. En cualquier posicion del angulo, sus dos lados deben pasar por
dos vértices del cuadrado. Considerando dos de esos vértices, el vértice del
angulo se desplaza sobre el mismo arco de circunferencia (segin el teorema
indicado en Sugerencias). De donde se deduce que cada uno de los dos
lugares geométricos requeridos se componen de varios arcos de circunfe-



Soluciones 209

rencia: cuatro semicircunferencias en el caso (a), ocho cuartos de cit-
cunferencia en el caso (b); véase figura 31.

8. El eje atraviesa la superficie del cubo en un punto que estd ya sea
en un vértice, en una arista o en una cara. Si el eje pasa por un punto de
una arista (excluidos sus extremos), dicho punto debe ser el punto medio
de la arista; de otro modo la arista no podria coincidir consigo misma por

FiG. 31

rotacién. Anilogamente, el eje que atraviese una cara debe pasar por su
centro. Cualquier eje debe, naturalmente, pasar por el centro del cubo. Hay,
pues, tres clases de ejes:

1) Cuatro ejes cada uno de los cuales pasa por dos vértices opuestos;
sus 4angulos son de 120° y 240°.

2) Seis ejes que pasan, cada uno, por los puntos medios de dos aristas
opuestas; su dngulo es de 180°.

3) Tres ejes que pasan, cada uno, por los centros de dos caras opues-
tas; sus 4ngulos son de 90°, 180° y 270°.

En cuanto a la longitud de un eje de la primera especie, véase la sec-
cién 12; los otros son més faciles de calcular. La media pedida es

4V/3 +6\/2+3
13

(Este problema puede preparar Gtilmente al lector para el estudio de la
cristalografia. Para el lector que tenga amplios conocimientos del calculo

= 1416
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integral, se puede advertir que la media calculada es una buena aproxima-
. » 2 =S 3
ci6n de la “longitud media” del cubo que es, en efecto, o o 1.5.)

9. El plano determinado por una arista de longitud # y la perpen-
dicular, de longitud 4, divide al tetraedro en otros dos tetraedros iguales,

p : : ; ab a
mds senctllos, cada uno de los cuales tiene por base — y por altura =

El volumen pedido es, pues, igual a

ab
9. .

1 2b
3 2 3

6

4 —
=

10. La base de la pirimide es un poligono de 7 lados. En el caso (a)
las 7 aristas laterales de la piramide son iguales; en el caso (b) las alturas
de sus 7 caras laterales (bajadas del vértice) son iguales. Si del vértice de
la pirdmide bajamos la altura sobre la base y si unimos el pie de dicha al-
tura ya sea a los 7 vértices de la base en el caso (a), ya sea a los pies de las
alturas de las 7 caras laterales en el caso (b), obtenemos en los dos casos #
tridngulos rectingulos que tienen por lado comdn la altura de la piramide:
Digo que esos 7 triangulos rectingulos son iguales. En efecto, segn las
definiciones dadas en el problema actual, sus hipotenusas (que son aristas
laterales en el caso (a) y alturas en el caso (b) ticnen la misma longitud
en todos esos tridngulos; nos hemos limitado a indicar que tienen en co-
mun otro lado (la altura de la piraimide) y un 4ngulo (el dngulo recto).
En los 7 tridngulos iguales, los terceros lados deben ser también iguales;
parten del mismo punto (el pie de la altura) y estin en un mismo plano
(el de la base); constituyen » radios de una circunferencia que es o cit-
cunscrita a la base de la piramide en el caso (a) o inscrita a dicha base en
el caso (b). [En el caso (b) falta, sin embargo, demostrar que los # radios
mencionados son perpendiculares a los lados respectivos de la base: esto se
deduce de un teorema muy conocido en la geometria del espacio sobre
proyecciones. }

Debe notarse que una figura plana, un triangulo isésceles, pueden co-
rresponder, en el espacio, a dos figuras andlogas diferentes.

11. Obsérvese que hay la misma relacién entre las ecuaciones primera
y altima que entre la segunda y la tercera: los coeficientes de los primeros
miembros son los mismos, pero en orden inverso, mientras que los segun-
dos miembros tienen valores opuestos. Simense la primera ecuacién y la
Gltima, después la segunda y la tercera:

6(x+x)+10(y+2)=0
10(x+#) +10(y+2) =0
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Se puede considerar esto como un sistema de dos ecuaciones lineales

con dos incégnitas, x + # y y + 2z, del cual se obtiene facilmente
XxX+u#=0 y+tz=0

Sustituyendo —x por ¥y —y por z en las dos primeras ecuaciones del

sistema inicial, se obticne
—4x + 4y — 16
6x —2y = — 16
Resultando un sistema maés sencillo del que se obtiene
G = = 25 ¥y =2, u= —2, Zz =iy

12. Cada uno de los amigos ha recorrido la misma distancia entre los
puntos de partida y reunién. (Recuerde: espacio = velocidad X tiempo.)
Distinguimos dos partes en la condicién.

Roberto ha recorrido la misma distancia que Pablo:

Cts — ¢k + Cla = ¢h + pt: + Dt
Pablo ha recorrido la misma distancia que Pedro:
cty + pl: + pta = pt + pt2 + ¢t
Esta Gltima ecuacién da:
(¢ =pin=(c—ph

Suponemos, claro estd, que la velocidad del automévil es superior a la

de un peatén, ¢ > p. Se deduce pues
b = I3
es decir, que Pedro camina exactamente lo mismo que Pablo. De la primera
de las dos ecuaciones anteriores se deduce
ta_f + p
hoc—p

., ¢ .
lo que, naturalmente, también es el valor de t—l De donde se obtienen las
2

respuestas:
c(h—t+ 1) c(c+ 3p) (2)
ht+ 4+t 3¢ + )4
et O)
ittt 3¢ + P
En efecto, 0 < p < . (c)

Hay dos casos extremos:

St p =0, (a) resulta _c:_ y (b)
>

inb—‘

Si p=r¢, (a) resultacy (b), 0.
Es facil ver estos resultados sin cilculos.
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13, Se descompone ficilmente la condicién en cuatro partes expresa-
das por las cuatro ecuaciones
a—d+bgt= 85

at+ b= 76
at+d+bg= 84
324 — 126

De la @ltima ecuacién se obtiene 2 = 42, después, de la segunda, b = 34.
Sumando las otras dos ecuaciones (a fin de eliminar &), se tiene

2a + b (g + g) = 169.

Dado que « y b se conocen ya, se tiene aqui una ecuacién de segundo
grado en g, de la que resulta

g=2 d=-26 6 g=}% d=125
Las progresiones son
68, 42, 16 17, 42, 67
6
17, 34, 68 68, 34, 17

14, Siay — ason las raices de menor valor absoluto, serdn consecu-
tivas en la progresion que tiene, por lo tanto, la forma

— 34, — a, a, 3a.
El primer miembro de la ecuacién propuesta debe ser, pues, de la forma
(& —a) (¥ —94%).
Efectuando el producto y comparando los coeficientes de las potencias

semejantes, se obtiene el sistema

104" = 3m + 2

94' = m-
La eliminacién de 4 da

19m* — 108m — 36 =0
De donde
6
19
15. Sean a4, b, ¢, los lados, siendo el Gltimo la hipotenusa. Las tres

partes de la condicién se expresan por las ecuaciones:

m=6 6 m= —

a+ b+ c=060
&+ b=7
ab = 12¢

Observando que
(a+ by =4+ b+ 24b
se obtiene
(60 — ¢)* = c + 24c¢
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De donde ¢ =25 yyaseaa =15y b =200 bien a =20y b =15
(lo que no cambia nada en el tridngulo).
16. Las tres partes de la condicién se expresan por

sen ¢ =

+ b — 2abcos y
La eliminacién de 2 y & da
¢ Sen® @ Sen® B
sen’ @ + Sen” B — 2 Sen o sen B COS y
17. Supongamos que
Log 2 g, e B R e L
2] 31 (n+ 1)1 (n+ 1)1
Siguiendo el plan de INDUCCION E INDUCCION MATEMATICA, pregun-
témonos si la férmula supuesta sigue siendo cierta cuando se pasa de 7 a
n -+ 1. Se tendria que tener igualmente

—1 _2_ . ”n P n+ 1 — 1
2l B a L G A = (n+2)1
Verifiquémoslo restando de ésta la primera ecuacion:
n+1 _ 1 a5 1
r+2)1 (Eran - =+
lo que se reduce a
7+ 2 1
T2 | (Tt DI

siendo esta altima ecuacién manifiestamente exacta pata 7 =1, 2, 3 ...
lo cual, segiin el plan recordado aqui, demuestra nuestra hipétesis.

18. En la n-ésima linea, el segundo miembro parece ser 7%, stendo el
primer miembro una suma de » términos. El Gltimo término de dicha suma
es el m-ésimo nimeto impar o 2m—1, donde

nin+1)
D
véase INDUCCION E INDUCCION MATEMATICA, 4. El ltimo término de la
suma del primer miembro deberd ser pues
2m —1=n"+n—1

Se puede deducir de ello el primer término de la suma, considerando
a ésta de dos maneras: bien regresando 7 — 1 pasos a pattir del dltimo
término, lo que da

PH+n—1)—=2n—1)=nr—n+1,
bien afiadiendo un término al altimo de la linea precedente, lo que da
[(n=1+(r—1)—-1]+2

m=1+2+3+...+n=
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lo que, después de una simplificacién sencilla, se reduce a la misma ex-
presién: Bien! Afirmamos, pues, que
#F—n+1)+(Z—n+3)+...+#F+n—-1)=n

donde el primer miembro es la suma de 7 términos sucesivos de una pro-

gresién aritmética cuya razén es 2. Si el lector conoce la regla que da la

suma de una progresién tal (media aritmética del primero y del ultimo

término, multiplicada por el nimero de términos), podra verificar que
#F—nt+1)+ #H+n—-1)

2

1

n—n

y demostrar asi la afirmacién.

(Se puede ficilmente demostrar la regla citada por medio de una figura
un poco diferente a la fig. 14).

19. El perimetro del hexigono regular de lado # es 6z. Se compone,
pues, de 67 lineas limites y de 67 vértices. Pasando de # — 1 a #, V' au-
menta 67z unidades, de donde

V=1+61+24+3+...+n)=378+3n+1

véase INDUCCION E INDUCCION MATEMATICA, 4. Tres de las diagonales
que pasan por el centro del hexagono lo dividen en seis (grandes) tridn-
gulos equiliteros. Considerando uno de estos ultimos, se tiene

T=6(1+43+5+...+2n—1)=6r

(segln la regla que da la suma de una\progresién aritmética, recordada en

la solucién del problema 18). Los T tridngulos tienen 37 lados comunes.

En ese total 37. cada linea de divisién interior de longitud 1 se cuenta dos

veces, mientras que los 67 lados no se cuentan sino una vez. De donde:
2L = 3T + 6n, L=97+ 3n

(Para el lector mas avanzado: resulta, del teorema de Euler sobre los polie-
dros, que T + V' = L + 1. Verificar esta relacion.)

20. He aqui una serie bien ordenada de problemas analogos. Calcu-
lar A,. B,, Cu, Ds y En, que representan cada una de estas cantidades el
numero de maneras de pagar la cantidad de 7 centavos y se diferencian de
las otras por las monedas utilizadas. Se tendrd

A, monedas de 1 centavo,

B, monedas de 1y 5 centavos,

C, monedas de 1, 5y 10 centavos,

D, monedas de 1, 5, 10y 25 centavos,

E, monedas de 1, 5, 10, 25 y 50 centavos.

Ya han sido empleados los simbolos E, y A, (ahora se ve por qué).

Todos los medios y formas de pagar la cantidad de # centavos con las
cinco monedas quedan expresadas por E,.
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Podemos, sin embargo, distinguir dos casos:
1° No se utilizan mas que monedas de 50 centavos. El nimero de ma-
neras de pagar es, por definicién, Dy,
2° Se utiliza una (o mas de una) moneda de 50 centavos. Después de
depositar la primera moneda de 50 centavos sobre el mostrador queda por
pagar (n — 50) centavos, lo que se puede hacer de E,.;, formas exacta-
mente.
Se deduce de ello
E. = D»+ Eim
De igual modo
Di:= Ca + Daas
Co — Bs + Cano
B, = A, + B.s

Un poco de atencién muestra que esas formulas siguen siendo validas

haciendo

A, =B, =Co =D, =E, =1
(lo que manifiestamente tiene un sentido) y considerando como nula toda
cantidad tal como A,, B, ... E,, cuyo indice resulte negativo. (Por ejem-
plo Ezs — D;;, como se puede ver de inmediato y lo cual es compatible con
nuestra primera férmula puesto que E,s.50 = E..s = 0.)

Las férmulas nos permiten calcular las cantidades previstas por via
regresiva, es decir, volviendo a valores de # inferiores o a letras del alfabeto
precedentes. Se puede, por ejemplo, calcular Cso por una simple suma, si
se conocen ya Cyo y Bso. En la lista que sigue, la primera linea, correspon-
diente a A,, y la primera columna, correspondiente a 0, no contienen mas
que el ntmero 1. (¢(Por qué?) Partiendo de esos primeros nimeros, se
calculan los otros por via regresiva, gracias a simples sumas: cualquier otro
nimero de la lista es igual, ya sea al que esta colocado encima de él 0 a la
suma de dos nimeros: el que esta encima de €l y otro situado a la izquierda,
en el rango correspondiente. Por ejemplo

Co=By+Cou=7+9=16
El calculo se ha efectuado hasta Eso = 50; se puede pagar la cantidad
de 50 centavos de 50 formas diferentes exactamente.
Siguiendo adelante, el lector podra verificar que Eiog = 292: se puede
cambiar un peso de 292 maneras diferentes:

7 | 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

An 1 1 1 1 1 1 1 il 1 1 1
B. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Cn 1 2 4 6 9 12 16 20 25 30 36
D, 1 2 4 6 9 13 18 24 31 39 49
E. 1 2 4 6 9 13 18 24 31 39 50



Esta obra terminé de imprimirse
el dia 20 de enero de 1981,
en los talleres de
Tipogrdfica Barsa, S. A.,
se encuaderné en
Servicios Editoriales Pro fesionales, S. A.,
se tiraron
3 000 ejemplares, mds sobrantes de reposicion

KC 100



